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8 1 度量 空间 (Xp) 


Т. ARER, со) яа ТАХ, | D 
定义 1 设 六 是 一 个 向 是 空间 ,XXX X=((w,y)|z,y€ X). 
ПАЛЕ 
=G> Xx X ОЕА), 
(х,у) (х,у)=<т,уу 


(1°) <т,т>:=ф.<в,хт>=0б—>л = (ЕАО, 

(2°) <а„уў=бу,>у САРИ: 

(3°) Харта, уу= Сат, у>} Сша, у?, 

Ax, y= A<r,y>, т, дуть yEX AER (IRETE), 
则 称 (X...) 为 内 积 空间 ,g =O Б-ЧА. 

注 BRAG) (30W RUH: 

Чут Y= LE Сауе), 
Са, дуу А6, YY) 7, У,у у; Х,АЕ В, 


因此 <,> 是 双 线 性 的 (或 是 偏 线性 的 )， 

定义 2 设 开 是 一 个 向 量 空间 ,如果 映射 

| | х9, 
rz—|[zj 

Е, 

(1°) Је[20, [аф =0<92= 0, 

(2°) [А-ТА 121, хєХ,ЛЕВ, 

(3°) Je+yl=<l1zl+]1yl, х,уєХ, 
MRI DARRA ARBRE) | 为 了 上 的 一 个 粳 (或 
范 数 ) . 

定理 1(Schwarz 不 等 式 ) 。 设 (X.G) 是 内 积 空间 ,|z| 一 


«а, ту (ze X y, НТ 


Кау <][-]у|, 
等 号 当 且 仅 当 4 一 4z R m= Ay 时 才 成 立 ， 
证 明 : (1 ) 当 z==0{ 或 y==0) 了 时， 由 定义 1 中 的 (3 ) 得 到 
<0,9)=<0 +0,у)=<0,у)+<0,у)› 
0,52 =0, 
再 由 定义 1 中 的 (1°) 可 看 出 定理 的 不 等 式 显然 成 立 . 
当 zƏ<0,y><0 时 ,在 
Ce,e>—2<s,y2A + бу,у>А%=Ош—5у,а&—ЛАуу>0 (1) 
中 令 A= z, Ay, y> WA 
<z,y2<|=1: iyl 
BJH— y {ОЖ УЛ 
-lype nps elyi felly 
所 以 
EE 
(2°) WR у= Ах siy 


-2> 


Kry = Kea =| А |-| шк] = ||. |Аа| = sly 
FZ | бау = [а 
情形 1 у=0, у=0-4. 
情形 2 yss0, 由 于 (1) 中 关于 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 
A= а ,у$#*—4ж,зубу,у>=0, 
ШИНУ 4, 使 得 
Ха дуут Ау = уку Lay A (у, УА 0, 


HEX IPAO Е ЕҢ E —. 
r=ày, # > 
定理 2 нох.) Ф > 
| hX>R, ° 


r—>=|z |= s$, Bi 
ШС, СХ, хн Са р, 
证 明 定义 2 中 的 条 件 (1°) 和 (2°) 是 显然 的 , 而 (3°) 从 
Schwarz 不 等 式 推出 ， 
le+yb=Ce+y,+y2=|=|2+2<e y>y+ уа + 
+ 2а ]у] 1 20а 19102. 站 
定理 3 EOG Пар Хаз НДӘШСХ,[ D 
可 由 X ЖЛ РНЫ (X ,<,>) СХ, || ПН us 
是 平行 四 边 形 法 出 (参看 图 1): 
[+ у]! + leyla yg). 
证 明 (2) ztyP+tiz—y]?=《s+y, +y) 
+&#—у+к—уў={(&т,жу+ Eyy у, уу) 
(баа) = KE уу + узуу) =20 02 fya 


(Є) ау? ety реу}. 


(1°) Ф у=, = аз н 2 中 的 条 全 
17) НЯ X 1 中 的 条 件 (1?)。 


3 * 


(2) вузе Сану) = + y+ rly 
= |2) =<у,8), 


(8°) Саза) ayra le tzie ea) 


1 " ' 
+ у+а|®—}у—а[) 


= Гаја ај ају аа) 
l. зо 2 
ogles ely) 


= режу а] ls— yl) 


арени 2 29 [еу 
= ч(ж+у,? 2), 
特别 则 当 y=0 时 ， 有 


<0, = Clo + 42—101) =0, 


Q= tQ DSE, 2 D= 20), 


1, 
LEa t Ly DEE +у,2 KEH лу, 


由 上 式 可 以 得 到 
<а,у)+<—а,уу=<а—@,уу=0,уу=0, 
CE 
#Җх,уў=бт+ в,уу=2 х,у), 
n<ér,y>=(nr,y>, 


азу =Ç ney =ne, y= mE, y), | 


бз Стазу) Gbese). 


因此 , 当 ¿ 是 有 理 数 时 有 “4 а, уу = АС, 5). 
最 后 , 当 4 为 任何 实数 时 , 取 有 理 数 A= (n> Too) l £f 
<À z,y2=lim<2,r,y2=lim4,Ca у= A<z, y> 


《 共 中 第 一 个 等 式 留 作 习 题 )。 H 
2. 度量 (距离 ) 空 间 (X,p) 
ЖУЗ 设 攻 是 -- 个 集合 ,如果 映射 
p Xx XR, 
(z,y)>p(z,y) 
жа, 

(1°) p(x, y)>0, p(z,y)=0&=>x=y; 

(2°) plx, y) = әбу, 2) 《对 称 性 ); 

(3°) р(а, а) <о(а,у) обу, 2) СЛЕЗ). 
MEX, p) 为 度量 (或 距离 ) 空 间 ，p 称 为 XX 上 的 度量 (或 距离 》 
В. о(х,у) 8 2 ЗП y 之 间 的 距离 ， 

定理 4 Ш ра, 2 

p Xx X>, 
Ga,y)=po(s y= eyl, 
CETIS 48 E Br R 

证 明 (1  р(х,у)=|т—у|з>0.,Ң. 

р(х у) = |х-- y=0 Dr y= 0 r= yy, 

(2°) р(х,у)=[>—уй=[у—т|=ро(у,х), 

(3°) pla, 2) = | у lye 

=р(=,у)+р(у,а), + 


注 ”如果 给 出 了 内 积 空间 (X,《,>), 由 它 可 诲 导出 模 空 间 
сх, Ра катхо). 
3. 完备 度 痢 空间 和 压缩 映 杂 原 汗 
定义 4 ОХОО), г, тех, 
Jim p(z.,z)=0, 
换 名 话说, 任 给 >o E NARR), n>N 时 ,有 
Plana) LE, 
MERR {ж „} = (sisa. za 收效 于 <， 记 为 
Шт z, = z (gk Ta 六 (RR 二 оо)), 
而 z 称 为 {x,} 的 极限 点 。 
定义 5 设 (X，p) 为 度量 空间 ,ze 和， 如 果 对 任何 0, 在 
在 NC 自然 数 ), 当 n,m 之 请 时 ,有 
PE n) LE, 
RIAA ае) 20) Cauchy 点 列 或 基本 点 列 . 
如 果 Хг Cauchy 点 列 都 收敛 , 则 称 { 蕊 ,6) 为 完备 度 
最 空间 . 
定理 5 KRAFA Cauchy 点 列 , 但 反之 不 真 . 
证 明 Ë Шта, = z. tE # e>O, FEN, 35 n> N hr, 
оба, х), MAn mN A | 


р(т.,а„)<р(е,,а) + plan a) <+ =e, 


这 就 证 明了 fx} 是 Cauchy 点 列 ， 
反之 不 真 可 参看 例 3。 Ж 
定义 6 Ro) 为 度量 空间 ， 
f X>Xx 
是 一 个 映射 ,如 果 存 在 熬 c,0<c<1, 使 得 对 所 有 +, ye X, 有 


. 6. 


PECE FODS cpl, у), 

ИТК Рух х AE. 

定理 GCE RI) 设 (X,p) 为 完备 度量 空间 , EX 
PX КЕБИН. ДЕТЕ f BD КЕ BJ ARRA zeX, Ир 
(тутт, 

证 明 (FEE) ER 20 eX, PAEL Anh 

Фа Ра), В 0,1,2, 
BH с 0< 01, о/а), Ру) Scole, у). ШЕГЕ 
(ъз аа) = (Р(х). Fara DECE а 1), 
因此 ， 由 归纳 读 可 得 
обал» tn) соб, а) (01 2》 

和 如果 n< m, RENIE 


р(х.) У оба, жү) у етот, ra) 
i кс 


Eet, а). 
ТД Сз, Cauchy 点 列 , 因 为 (已 , 四 是 完备 的 ， 所 以 存 在 тех, 
使 得 3im k. = x. 
HFS EEREN., f 是 连续 的 ( 素 实 上 是 一 致 违 续 的 ， 它 们 
的 定义 与 数学 分 析 中 定义 相 类 似 ) ,因此 ， 
iz)=limf (rz,)=lim z= =<. 

《唯一 性 ) 如 果 f(z)= z, Ру) у, BI 
p(z,y)=p(f(z),f(y))=sco(z, у), 
0&{1—в)о(, y) 0, 
afz,y) 一 0, 即 z=y， Ж 

4， 有 具体 例子 
例 1 W(X,o) 2) Gss, AC X, 如果 令 p = pl... В 


+7. 


< 


par: АхА-=>Ё, 
tr, у) ола у) = pls, у). 
ШК, СА, оа) BEERZEL RAX. о) ЗВ, AHI 
将 ps 记 为 р. 
例 2 (Ха), о) А а Цр, 4 
Xi Xx X= (a1, z2) | 216X 1, ToE Ху}, 
p: (Xx Xa) x(X ix Xa) >R, 
(бам, za), Суз, YD AAE т), (yu у„)) 
=[pl(z yi) + Pilen DÉ. 
容易 验证 (Xi x Ху, р) 也 是 一 个 度量 空间 ， WAX, pi) s (Xs, 
2 的 积 度量 空间， 记 作 《Xix X, pix pa)。 类 似 地 可 以 得 到 
«Хх x X, xt: XD), 
H 3 л Euclid 空间 
R*={8= (а, +++, 2JL € RY, 


з, у= imo 


ДЕРЕК 


о(&,у)= jey] =| > ay) ү. 
1 


HUH =l 时 ,pC%,Y) = 1 一 y|( 模 即 绝对 值 ), 容易 验证 СА", 
С) І, СА", о т. 
R: й К REA P 的 子 度 量 空 间 不 是 完备 的 ， 
515 NW 
1 证 明定 型 з Сда уу нта A e у, 
2. (1°) WEA RA р) ЕЖЕ, 


. 8. 


(2°) 验证 例 2 PO х.) = СК, Жур, х pr) 是 府 量 空间 ， 
(3"》 蛤 证 例 3 中 的 (R", одар ВАСЕ", p) 是 完备 的 , 并 验证 
下 一 {0} 作 为 R° ñf E ЛЕ АЙЫ. 


3， 设 了 了 是 任意 集合 , 令 ~ 
pa Xx X— R. 
0, х=у, 
Селу обу) { "У ` 
1, zcy. 


则 ( 工 ,P) 是 一 个 度量 空间 , 称 为 离散 度量 空间 。 
4. ОГ), ЖХ 


Lr) 
itale, у)? 


обу), p(T yE 
Н Hol y> 
MCX PVA PORER ЖЛ. RETRE ARE plr, paR 
Ж,ғ#=1,2). 
5 完备 的 内 积 空 间 (X ,<,》) 称 为 Hilbett 空 间 ( 或 广义 的 Euclid 空间 ) 


Pry)= 


play) =Í 


RAe lerta + 


а (туа) у Yoyo tt oyat EK. 
mx 


人 >= аум, 
ж=1 


ЖЇ(Х,<,›УЖ Нїїрєп i. 
5， 完备 的 模 空间 (XX,| MERA Banach 空间 
显然 Hilbert 空间 一 定 是 Banach % In], 
验证 (1°) 3 中 的 (BR",<,》) 是 Hilbert i, 
(2°) ЖОЛ", 121 Èa lel, р (y) = Эш 1. yt, ul g 


Banach 空间 ， 


(3° асв" D. Ветах |а, обу 一 max{ ley: h EE 


Banach 空间 .。 
т. 证 明 ， 对 题 5 ЧЕН yE X Нл, ра 满足 


plea) =p) Felag) 


ЕАСИ, 试用 Euclid зр ау T ER AR АИЯ Ж 
REE. . 

8， 一 些 所 数 空间 。 

{1°) 《在 讨论 函数 的 交 近 或 一 数 收 敛 时 用 ) 

BAX = {rlt rab] EER H yE Яй 

plal), yU)) =max lalt) =y). 

证 明 СХ,о) 98° Ы. 

(2°) CE УЧА ЧЕЛ H РАЙ ЕЕ ЕН HH) 

ШХ = (20) 10) Га, bJ E k ОРЕ), М ray ЕХ, жй 


PGW) = У тад ley 


或 定义 pG (t), y = тах {iey (y (D|, e, 
| 一 外。 
WA X DARRERA. 
(3°) (ЖАЯУ ТН) 
HA = qalt) aE ETa b] Е) yE X, X 
Ca ,900))= f ardt, 


-L 
T 


jeo =[ f aa] 


PaO 909) У (ооа . 


证 明 (Х,<, Я, 指出 是 无 限 维 向 量 空间 ， 写 出 相应 的 
Schwarz 不 等 式 ，( 下 ,Pp) 是 完 省 度 明 党 间 码 ? 
9. EUX opa) (n=1,2,"…*) 为 度量 空间 , 令 直 积 空 间 


+19 + 


Tx se) ех, 


对 于 а сул, у= Ex， 定 文 


жег 


_ уз 1 Planya) _ 
pay Er l+ə,(z,.,y.)" 


证 明 (1°) ШП Xop ERREI жетн. 


(2°) MEA о, вез ШО x.o ) 也 是 完备 的 。 


10. 设 (,pz) 是 有 界 的 度量 空间 ,了 是 任意 集合 , 令 
Х-Р АВЫ), 
对 fgEXT, 定 义 
оС, 2) =ѕирќр; Оу) ,ety)) |yET}. 

证 明 СХТ, р) ДЫН а и. 

п. (1°) 设 X={ 了 1 在 [0, 1] 上 违 续 }，! 了 [一 maxt1f (e)l), WEB 
l 1 不 是 由 一 个 内 积 所 导出 的 模 , 

(2°) 在 R" 中 定义 
0, == У» 


p. (z,y) = И азу, 


证 明 《BR*,pe) 不 是 由 一 个 模 空间 所 导出 的 度量 空间 。 


82 ЗР (X,r) 


1， 拓 扑 空 间 (X,z》 

定义 1 RIERA, r=18|GCX,G KEE P) ХК 
TRE HME: 

(1°) X, géri 


. il. 


(2°) 如 果 б.т, МЈ Cuers 


(3°) MEG Gr, M G NGET, 
MERX. т) 0—1. * 称 为 了 上 的 一 个 拓扑 .+ 中 的 元 
ЖОХ, т) ЮЕ. 

容易 看 出 ， 由 (3") 及 归纳 法 可 扒 出 ， 如 果 GEr(J 一 1 


D, шае. 
Е! 


例 1 ИСХ, о) а А, AEM ЄХ, >t, 我 们 称 
(а,в) = (5 |2ЄХ,р(х,а)<е) 
为 以 & 为 中 心 E 为 半径 的 在 (X,p) 中 (或 了 中) 的 一 个 球形 6 
38. 在 不 致 引起 泄 清 时 ,只 说 是 a 的 一 个 球形 邻 域 。 令 
r= (G|GC X, BAHEN acG ,存在 5(a;e)CG)， 

容易 验证 + 满足 定义 1 中 的 三 个 条 件 ， REO 是 显然 的 . 如 
Ж ae [|] Oa Gacr, MEE 20,80 (а,в) CG,,C Је, ( 参 
看 图 2( 一 )), 因 此 满 趾 条件 (2°). 如 果 аєа, NG GGE, {ЕЁ 
ЖЕ eD, Ula, e CG Ula, DCG, Ф A к= minet}, 
ДЖ Са eCU (а,в) 0 a ADCN SE 2(—)), N 


Bi 2 


ERER). ЗЕНА ГОХ, гу. 535.8 
们 说 度量 空间 (X, ро) дА, 980 就 是 由 它 导 出 的 


+12“ 


(Х,+). 
m 2 ШХА S P Rek satria th, 
теж ХФ). REA. 
тн (G ОС XY, ҖЕ £ , 称 为 离散 拓扑 。 
例 3 WX=(a,b,cy, 
t={X,{a,b}, {a,c} {a} ð}. 
因为 X pé a [5 ROARDA a, BibT NE r 满足 定义 1 
НЕЕ (19), (27 103°), ARET ОХ оту ТА р. 
Aa Хи, yC X, $ 
т,={Н|Н=@Г\ҮҮ ,бєтү, 
因为 
ф=ФП\Ү, 
Y=XNY, 


Urz.= Ur (GMNT)= (ув jnr, 


HAH СПУ) (С.У) =0NG) NY, 
所 以 (了 ,rr) 是 拓扑 室 间 , 称 为 由 (X,r) 诱导 的 子 拓 扑 空间 或 相对 
拓扑 空间 . 
例 5 W X=R!, 
r=(G|Ë#fi[zeG ,存在 a>r, Er, WEGCKY, 
R ША, 
条 件 (2")， AE e|) Go ## Вж, Es, 8) СОС) 


Gan 
条 件 (3")， 任 何 reG NC PE aaa, Era, Сб,(у= 
1,2), Са, minfa a CONG A(R! r) 是 一 个 拓扑 
空间 ， 

例 6 设 已 =(Czyy)t0<z2+32<1 90 QC((z,y)]z?+ y> 


“13+ 


=1)Ж ВУНЕ, ХРО, = (P 中 关于 R° 的 通常 开 集 或 
PUGO, Ж ОСО, РЯДА ЗЕЛ (е, у)]0<1к9+ у? т<) 的 
道 常 开 集 } ,容易 验证 (X,r) 是 拓扑 空间 。 

2， 拓 扑 基 

定义 2 RIERA METAR т.= (БИЙ. 

G°)UJ3.=x, 


(2°) Æ eeb, N Ba, Ba, BeEr, {ЕТЕ В,ет,, 使 得 s€ B,C 
В„Г\В,. WIF .为 工 的 一 个 拓扑 基 ， 
AT CORMAC rji r ЖЕУ 2 中 的 两 个 条 
Ф, А, ХАНЕ, 
(2°) #(Х,о) 5 ЕШ Н], A 
т,={(а,к)|аєХ,т 为 正 有 理 数 }， 
则 :是 X 的 一 个 拓扑 基 。 
事实 上 ,定义 2 中 的 条 件 (1°) 是 显然 的 。 如 果 ле (ат, т) 
NU lan , 取 正 有 理 数 7 在? 一 p(x,0,)(i 二 1,2)。 于 是 ,对 任 
何 yeU(w,7), 必 有 
ю(у,а)<ю(у,®) + р(х,а,)<т-р(к,п,) 
<r plr, a+ plr, ad =r, (i=1,2), 
YEU Cari) NU Cara); 


а 
geU (x, r) CU tar NU CaTa), 
(3°) (X MAREEN 46 
r.=(U(a,r)|agX,r HERE), 
类 位 于 (2 ) 的 证 昌林 知 rE ХЫ КБ, 
UDEN 5 p, X=R', i 
r.=([z,a)|a2>s), : 


- 14 ° 


因为 n n)= Ё!, 3EB 3 relra) ға, aa) №, BA z€ 


nl 


[тах{ zi ta} minana) Саа) [а аз) 所 以 rs ER 
ЕЎ, 

定理 1 设 r. 是 集合 工 的 一 个 拓扑 基 , 令 

r 二 {G| 任 何 reG, 存 在 Ber。 使 YEBCG}={G1G 为 ro 的 
车 干 元 素 的 供 集 }, 则 r+ 是 苞 的 一 个 拓扑 , 且 rsCr。 特 别 地 ,如 
Ят 是 一 个 拓扑, 则 =r, 

Gr 中 的 每 个 6 称 为 关于 +, MAHAR.: 称 为 由 КАЕ т, 
诱导 的 拓扑 ,而 т, 也 称 为 这 拓扑 空间 (X,T) 的 一 个 拓扑 基 ，) 

证 明 ter 是 显然 的 ， 对 任何 eX, 因为 X=- U Ba, Pt 


BaErw 
以 存在 Baer。, 使 xeBo,CX, 即 Xer, 这 就 证 明了 "+ 满足 拓扑 的 
Жа). 
如 果 Ger, IHE f re |] Ga, 存在 Gs,3z, 所 以 必 有 
В 


Вет „, хе BCG, C|] a, mp [| | ooer。 这 就 证 明了 满足 
a в 


ИА 2°), 
此 外 ,如 果 Gi Gar, rE NG, ME Ber,, 8 тєв, 
G.(i=1,2), WE т, HRO) EE Ber. tE : 


#€BC B, A B.C 6», 


Bl CimGoer， 这 就 证 明了 т 具有 拓扑 的 条 件 (3°), T E r EX 
的 一 个 拓扑 。 

BR т.т, EIE, t+。 是 X 的 一 个 拓 扩 时 , Bin МАА 
件 (2°) 得 到 rtCr,。 因 此 ,r,=r， Ж 

定义 3 Шт, г 是 集合 下 的 两 个 拓扑 基 , 如 果 它 们 所 诱导 
的 拓扑 相同 , 即 +=+', 则 称 两 个 拓扑 基 是 千代 的 , 记 为 fr。~r'，. 
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定理 2 Wir, r AE X (UB Tin ИЖ. 它们 所 诱 导 的 拓扑 

分 别 为 + 和 rr’。 则 
тт. (В r =r) IrCC Се, 

ПЕВ (9) HEM Lr, C r=, Сге, 

(€) 设 Ger， 则 G 是 7 中 若干 元 素 的 全 集 ， 由 r.C r r, 
中 的 每 个 元 素 是 r PETTEE Aik, О 是 中 若干 元 
ЗЕЛЕ, В Сет", ЖЕН f тст". 同 理 rCr 于 是 z 一 
т. H 


52 J ж 


1. Xo EERE yC X, h $ 1 例 1 得 到 子 度量 空间 (F ,pz》, 
ЯША HA LOGOM ру) ЯТАН ТЯ НАС.) 和 (了 ， rr). 证 
B: Foro REE HAA HRAC, ONA А ЕЧЕН. 

2. ЇЙ БЇ, рУДО 2 维 Euclid 度量 空间 。 试 分 别 画 出 子 度量 空间 


Оос уату (о, JADE, Жш 


X=((z.)l(' +y = к°—у* ЕЛИН, 
У (езу) асу 为 有 理 数 } 是 有 理 点 集 。 

3， 设 (了 ur) 和 (Xura) 是 折 扑 空间 ,分 别 以 {D7。} 和 {7,1 ЖЕЕ, 其 
Шш xV plU Er Va Єт, Х.х ЖЕЕ ERIEN res H ra Ж 
导 的 杯 补 为 rO ОХ зе Ne r RRE SERI. 

证 明 ç SRTA ra 的 拓扑 基 {U。j fa] 的 选取 无 关 ， 

4. 设 (Xip,》 和 (aypa) 是 度量 空间 ,它们 分 别 导出 的 拓扑 空间 为 (KK s 
ЗС r ПОВЕ RATC, X,,p, x ps) 导出 的 拓 站 空间 为 (下:x X., 
D. EIX S X УЕ НХ DAA rR SNBA. 

以 R'= Вх Ву, З RARR EU Vah 

s. АА ДЕ РИН, REID EARE R 
所 组 成 的 两 个 拓扑 莫 是 等 价 的 。 证 明 。 

(1°) 81 的 习题 6 中 所 导出 的 BR" 的 三 种 度量 是 等 价 的 ， 它 们 给 出 的 都 
是 Euclid 空间 的 通常 拓扑 。 
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ON 1 的 刀 题 4 中 所 叙述 的 三 种 度量 是 壬 价 的 . 

(3°》 画 出 1 的 习题 6 中 所 导出 的 豆 ' 的 三 种 度 基 的 球形 46 R 000,1) 
的 图 形 . 

é. (°) 证 明 钢 守 中 的 离 获 拓 直 空 间 ( 匡 ,r 记 业 ) 能 引进 一 个 度量 p， 使 
得 (五,p) 诱 导 的 拓扑 就 是 ган. ИП, 


p(z,y)= 位 aon 


1, ry. 


(2°) 在 例 2 h, WR X EFRR MERR HAA e) TRES EE 
R ERX ‚о)18 OE AE теш. 
т. тт 0, X БЕН, Epema 
TtUr'={U Us}, 
rNr' {FV, Er V Sr) 
mE U, Er UA U. € r! (Br r”) Ш т h THEI r", R 
mirk mr. 


《1%》 证 明 ; 集合 了 上 的 任意 多 个 拓扑 r。 的 交集 r+ 一 n te 还 是 世上 的 


一 个 丘 扑 ;而且 = 是 了 上 的 小 于 每 个 打 扑 ro 的 唯一 的 最 大 拓 失 。 

(2°) RRA Х= (0,6,0). WEHI Ери. ГРЕЮ 
Je X (8 1. 

(3°) 设 集 合 人 上 有 任意 多 个 拓扑 ze， WEH X ЕЙ Жо 


Uu та, ЖИЙ r ЖИЕ X БХ РЕЛЬ тї АЬР 
8， 设 (2) 为 拓扑 空间 ，r*Ct* 且 对 任何 Єт, WAG ЖУ т. 的 若干 元 
KOHE, W 5 为 (五 ,t) 的 一 个 拓扑 基 。 


8 3 пж, М. RA Вт, 


1. 开 集 和 闭 集 : 
定义 1 BA Ama ,абАСХ, З ЈЕ 
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Ж GER ECCA WMA a 为 4 的 在 X 中 的 一 个 内 点 (参看 
图 3)，4 的 在 时 中 的 内 点 的 全 体 称 为 4 的 在 X 中 的 内 部 , 记 作 
МА АЖ А 

шва А X— A(A EX 
中 的 余 集 ) 的 一 个 内 点 , 则 区 a 为 4 
的 外 点 (参看 图 3)，4 的 外 点 的 
全 体 称 为 4 的 外 部 , 沁 作 4 

如 果 a 嫉 不 是 4 的 内 点 ,又 不 
是 4 的 外 点 , 即 a Hy tE BR СЕ 
a 的 开 集 ) 必 与 4 和 4' 都 相交 ; 则 
称 4 为 4 的 边界 点 (参看 图 3)，4 
的 边界 点 的 全 体 称 为 4 的 边界 (beuadaty), 用 6 或 4" 来 表示 。 

定理 1 设 (X,r) 为 拓扑 空间 ,4CX。 M 

(1°) А*СА,А*®=(А°)°,д8А =0(А°). 

(2°) A 是 4 中 的 关于 工 的 最 大 开 集 。 

(3°) 4 jJEX y fR— A= A°. 

ж 《1°) 由 定义 1 显然 成 立 ， 

(2°) FEIT aE A*i E R R Go E a EGC A, N T CC 
4°,4°= Ја, ERR. 


agat 


此 处 ,如果 8C4 EXHAR, MHEN a €G, WAR G= 
G, FÈacG.=GCA, 0 EA, Am GC A. 这 就 证 明了 4" 是 4 
中 的 关于 所 的 景 大 开 集 ， 

(3°) (9) 因为 4 是 了 的 开 集 ， 所 以 4 是 4 中 关于 X 的 最 大 
开 集 , 即 A= A°, 

(€) # 4=4 ,由 (2 635 X uE. + 

定义 2 ШОХ), ACX, Ж АХ-АХ 
的 开 集 , 则 称 ADX rR X) 的 闭 集 ， 闭 集 的 全 体 记 作 o, 
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"定理 2 СХ, o 具有 下 列 三 个 性 质 ， 
(1°) Х,фЄо, 


(2°) 如 Ж Р.Єс, M [] F.e =, 


(3°) 如 果 Fi, Р, Со, Ш FUF: Ee, 
由 (3”) 和 归纳 法 可 推出 ， 如 果 忆 ,Er (j=1, n), W 


反之 , 设 c 是 工 的 一 个 子 集 族 , B 满足 上述 (1°),(2°),(8°) 
的 三 个 条 件 . 则 存在 王 的 唯一 的 一 个 拓扑 使 得 aA, 
z) 的 闭 集 族 就 是 o, 

证 明 ВЮ X =X—X=ġ Er, p" =X—ġ=X Er, MAX, 
ġo. 

WE Fa, Fi, F.Co, M Fe, FS, Fi Cr, [Че Morgan ДЖ; 
《参看 习题 第 1 题 }) 和 + 的 条 件 (2°)，(3°) 得 到 

(Пе y= Ur:er, BEAZ 
(FUE SFIN F Er, FP UFE, 
为 了 证 明定 理 的 后 半 部 分 ,我 们 令 
r={X—F=F|FEoa)}. 
№ де Morgan 公式 和 = 的 三 个 条 件 ,r 是 处 的 一 个 拓 捉 。 由 + 的 
定义 可 知 ， 
FCoc>F:=X—F Cr, 
因此 ,a 是 (,r) 的 所 有 闭 集 组 成 的 闭 集 族 ， 此 外 ,要 使 0 是 另 一 
个 拓扑 空间 ( 玉 ,r 的 所 有 小 集 所 组 成 的 闭 集 族 , q B IR =r. 
+ 
m 1 及" 中 开 集 的 构造 
O 直线 刀 : 中 的 开 售 如 是 至 多 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 
+. 


Ж. 
事实 上 ,对 任何 асс, & 

aa=inf {ala Ela, В) Са), 

B.=sup(8 a Ela, PCO), 
则 显然 有 ec (a. 8.),а, BaCO, Hlan BAE PA a WRK 
区间 ( 称 为 G 的 构成 区 间 ) (SERO, TRAH, KREW 
或 者 不 相交 , 或 者 至 合 ， 在 G6 的 经 个 构成 区 间 中 取 一 个 有 理 点 与 
它 相 对 应 ,显然 , 不 同 的 构成 区 间 对 应 着 不 同 的 有 理 点 , 而 有 理 点 . 
的 全 体 是 可 数 的 ,因此 , G 的 构成 区 词 的 金 休 是 至 多 可 数 的 . 


) БЕТЛИ —— т 


图 4 
(2°) 设 闭 长 方 体 
了 一 { 攻 一 (1 Fa) ат, j= e,n}, 
WÈ b. —a,=r>0(i=1,+++,%), 则 称 为 闭 立 方 体 .于 是 有 : В" 中 
HIRE 是 可 数 个 两 两 无 公共 内 点 的 闲 立方 体 的 侠 集 。 
首先 ,我 们 将 "划分 成 两 两 无 公共 内 点 的 边 长 为 1 йз 7; 
体 ( 它 的 面 平行 于 坐标 面 ) 


B... Др, +. 


2 

Ж, ДР, С Pre 
是 包含 在 G 中 的 那些 六 立方 体 1,1 

KD ,Kg ,a Rn 
是 余下 的 那些 闭 立 方 体 。 再 将 

КК EP, 
划分 为 边 长 为 志 的 两 两 无 公共 内 点 的 闭 立 方 体 


+ 90 > 


199, Қа, о Р 00. 
> 3 . 


“simo 


«у 
J, JEP,- JD, e 
ERA G hB N 0, 而 
KP, KP... KP, + 
ERTER S r y k. 
如 法 类 制 , 对 ҖЕ dB S 1, 我 们 得 到 边 长 为 二 тїз F 立方 
Ж 
ПИА JU. СИОТ K, 
容易 看 出 7J42) 是 可 数 个 两 两 无 公共 内 点 的 闲 立 方 体 ， 我 们 仅 须 
证 明 它们 的 漠 集 是 GG Aie Есе, шолт, se 


Tirna. MUF ARRI, ETENA kayri a A r 


ВЕС О Са, н), РШЕ, Е ЕЛО, јел 
MEER 5). 

2. KA, видна 

定义 3 ОХ, riu]. АСХ, В z€ X. Я + у 
ЧЕ X Й ЕВА RAA А айу А (UNA) 
=é). Ша А fE X НЕН. АННО ЕН A 
SRK. A A (АЭ. A= AUA 称 为 4 的 在 工 中 的 闭 包 ， 
ЛХ, ДАХАУ. 

8 2 1E Rana ER'ir AHMAD, gk (e GR Iz 为 无 
理 点 }。 则 pi Rl, Бад", Rẹ =R', Pk=R', Bl 有 和 
RARE РЁ! RETK. 

例 3 设 (下 ,p) 是 度量 空间 . 

(1°) 如 果 AC X EARTE MAd =. 

(2°) 如 果 四 的 子 集 和 4 中 的 任 西点 的 距离 都 大 于 一 固定 的 E 


«1, 


N 


EAH 


z А 
e 
Е 
22 даш 


ча 
чи; 


fe 


Фо, AeA. 

#14 ХАФТА, Xren 92 12 hr S 
Жа]. 

A=(a,b|a,b € х,аз}, 

则 几 一 交 一 本 , 即 4 是 并 的 稠密 子 集 ( 与 例 3 比 较 ). 

AS 设 (Er) 为 82 例 6 中 的 拓扑 空间 ， 且 

4={ ceo) оу), 
и 
ао) оса, 


定理 3 (Х,ар, AC X , jll 
{1°) A=AU4!=A4U894. 

(2°) 4 жка. 
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BGO ARREDI SARACA). 

证 明 (17) EAA, NEA, FE AUA = AU(A' 
一 4)CAU64。 W z CƏ4—A, W| z € 4“, 于 是 4U64=4U 
(0A—A)CAU4'. 这 就 证 明了 

AUA'= А\)дА. 

(2°) 如 果 zE(4A)*, W| s€ A= AU47. 于 是 存在 «的 邻 域 
U(z), W8U(e)DYA=%, ЩЩ (т) (AUAN SUN 
A=, (а) С(А У, ЕНТ 

7 
TELAT 
是 开 集 ( 或 由 ( 生 ) = (А) "可 知 是 开 集 ), 即 工 是 闭 集 . 

УЕЙ FDA, ДАРИ sE FOR) BE EAU 
А'!=А,Ш АСЕ 

综合 上 述 可 知 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 . 

GO (€) 由 (2)4= 甩 是 闭 集 . 

(2) 由 (2 ) 和 4 是 闭 集 得 到 Аолол, А-4, + 

定理 4 设 ( 工 ,z) 为 拓扑 空间 , 则 闲 包 具有 以 下 四 个 性 质 ， 

(1°) $= 

(2°) АСА, 

(3°) 3CA( 由 (2°)(3°) 推 出 下 = 有 A)s 

(4°) AUB=AUB. 

反之 ,设立 是 一 个 集合 , 而 且 给 定 了 子 集 之 间 的 对 应 Rh, A> 
А, ВАНДАЛЕ. 

(1°) ё"=ф; 

(2°) ACA"; 

(3°) ACA" AOI ЕҢ A = A"), 

(4°) (А0В) =A"UB*, 

ИЕЛЕ X (p — ВО ЯЬ z, 使 得 丘 扑 空间 СХ, г) 的 子 集 对 应 
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һ,А>1 BEREM R AA", 

证 明 从 定义 3 ЗЕ НИ БЕЛЕД” a(2°), 

Ж r€ A.I if z 的 邻 城 F(z) 必 包含 一 点 y 毛 互 .于 是 ,对 
+з Юй (z) P SJ as A, ЖИЛЕТ аЄЛ, АСА, 
ШЕ AO PIR (3°), 

H AUR АЙЫЛ B D4 .BBBAUBDB.BWKELA VU # > 
AUB. В Сай ЛАШ. ec AUE, 
z€ AUB .WL6 E Д U (2 ТУ (zx), 使 得 (xz) 不 含 4 的 
点 ,Cz) 不 含 B 的 点 ,因而 z HRR U (z) YV (aS AUB 的 
点 ， 这 与 ®Є ДАВУД. 

反之 ， 如 果 给 定 了 满足 四 个 性 质 的 子 集 之 间 的 对 应 В”, 我 们 


令 
о={ЕСХ|ЕК*= Р), 
则 "有 具有 定理 2 中 的 三 个 性 质 . 
B ARERO), "=A Ф фЄо, 
H R REMO O, XCX CX, HIH X"= ХУШ X €o. 
由 ATOH O AR Fr PI. €o M UFD = FUF 
=P UF: FE 


ЕЦЈЕ,Єс. 
ВЕСА) AC B д 
A*CA*U(B= А)" (4U(B— A))"= В". 
EF Co M Ер = P. MG 
(ayer (NE ENF. 
FR л" 的 性 质 (2”) 得 到 


nc (0). 


Еа T 


94 - 


(Q F, у= Пт Wm reo. 

根据 定理 2, 存 在 了 的 唯一 的 拓扑 7 ,使 得 拓扑 空间 (于 ,+) 的 闲 
RRRA е. PA, т 子 集 与 它 的 半 包 之 间 的 对 应 为 h, A> 
A, 因此 ;4 具有 闭 包 的 四 个 性 质 ， 最 后 , 我 们 只 须 证 明 A= Л”, 
即 对 任何 4CX, 有 4 = 4*， 

由 h" 的 性 质 (2"), 有 4C4*。 再 根 M h Ë kk 质 (4*) 推 出 
ACP, RAA =A", RUA Eo, BAAC, ORAR, 
Яа". Tj AC AA". 

类 似 地 , h e PERC), 有 АСА. 再 根据 Р* 的 性 质 (4°) 
推出 IPCA. DAAE, DARE, MA =, FE 
ACi. 因此 ,4=A"， 并 

定义 4 ROHE тх, ЯТ х А 
Фр U(z) ЧЕ 和 (自然 数 ), 当 n> 入 时 ,有 

в„ЄШ(т), 
MRAR атан HRAKT т.а 


lim з= (6 m,—>z(n— + оо)), 
x= 


їй z 称 为 (x。} 的 极限 点 . 
定理 5 设 (,r) 为 拓扑 空间 ,4CX 是 闭 集 , 则 对 4 中 的 任 
ШЕ. ТЕЕ 


lim z ==, 
必 有 #4， 反 之 不 成 立 。 

证 明 4, limace WREX оог, ША Ж 
®ЄА, ЖЖ n, т.г. 则 对 z ВОН MEU (z), 在 在 
М, n>N В, 2,60 (х). Н, z€ АС A(A ШЖ). BZ 
不 成 立 可 参看 例 6， + 

Яв W X=[0,1]=(r€ Ё|б=хл=<1), 
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r=(é,X—C|C ж X 中 的 至 多 可 数 集 (#$5, 有 限 或 可 数 集 )}， 
由 deMorgan 公式 可 以 验证 + 是 一 个 拓扑 ,于 是 (X. +) 是 -个 拓 
扑 空间 . 
ШИЖ RTE Em EXU) {е} XA 
Ж r Ну tR 
Ш(х)[\(А—{})=, 
因此 АЖ Ён. WR AEX RETE, arC m z Е 
‚ҖЕ 0 (а) = ССС 是 至 多 可 数 集 ), 则 在 在 
y€A—C—(zy.y&€U(z) Y (A—(z)); 
BEA т АВО. TE 
А=Л=Х, 
此 外 ,如 果 lim e, =x ia} e 的 邻 域 


(x- Ü «а)оо», 
这 1 
BEN, nN M. | 
а(х) fad) ute. 
` i=l 
因此 z, = (пр), 
ВАХ 00). Ж z,€ Alim ШЕ N, ар 
时 ;x 一 zw€ A, (8 А {ЕЙГЕ (А (ОЧЕ), 
BIT 在 例 4 中 , 取 a X, е) X th НДЫ 
BRA. 
EA Sp а (2,0) ER 以 9 中 任 一 点 为 极限 点 - 
定理 6 设 (X,P) 是 度量 空间 , 则 
аэ 定义 4 与 1 定义 4 是 等 价 的 。 
(2) 收 全 点 列 {z,) 的 极限 点 是 唯一 的 ， 
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” (a°) BACA, R| z A е ñ HE {Ч {БӘН Л 
A HERTA. 
>4 一 {zw} 中 存在 癌 列 (ra) ,使 得 lim z, ==, 


全 >4 一 fi 中 存在 各 项 不 同 的 点 列 {yv} ,使 得 im y, ==. 
47980,06 ХФ M 
A= |] taa} 
m=! 

以 = 为 聚 点 -> (au 存在 各 项 不 同 的 也 点 列 {sv,j 以 z АНИЙ Л. 

G°) АСХАНА HEM AA (z), E lima, =r, 
Mlz CA. 

证 明 RIIRiE(2OTG U KARAM. 

OQ) 


limr,=z, Нтїг„== у, 
note 


aste 


ИЯНЕ e>o, EE М. n> N Bi 
р(л,,х)<-у› о(т„,у)< Š, 
于 是 
OSPE KALE n) аба, у) + 

420 FAL ole, у) 0. o АФОН ху, 

GODE 5 ИВ, 

(Өй хел”, ERG), 有 4 一 {z) 中 的 点 列 {xn}, 使 得 
lim т, =>, АИ кє А, АЛСА, FEA ЖЖ. H 

$з 3 BE | 
1. XERA (А. ХТА, ПЕЙ deMorgan AR. 
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хра. Про, 
x— n А„= U Ate) 


2. (1°) ER" 中 的 子 集 A 一 {rs m,e 1N 
一人 
A= {Crotta rit D> 
OA= {Cta ta ri Ба = 1). 
(2°) P hi = {са WAME), І 
А*=д,А*=ф,дА=Ё!, 
(8°) ERAN 7 EERE. Йаз! 


A 1 1 
п 1- 0}. 
(4° БЕЛАЕ Е, Ид, АОВ 


ERIEN 


` 


(8°) 如 果 将 
А={<а,0)10<а<1} 
看 作 直 线 
В'={(а.0)| -or +оо} 
WTR MAER HAR, MRA AREN 
R'={(2,4)] = 00r, y+ 20} 
ее ИШЕ. ж R BARLETE R MAR, 
3. (1°) 证 骨 例 3 中 的 结论 。 
(2°) 证 明 磨 提 空 间 中 的 独 点 集 {o} 和 有 限 集 是 闭 梨 。 
(3°) 证 明定 理 6 中 的 (1*),(3*),(4°)。 . 
4. HEB] (1°) AÉ Ani e ROHR. 
(2°) 二 是 所 有 包含 4 的 采集 的 交 ， 
(3°) z€ A2—> r IJ) fE HR U (e) BLA ARA, MU NAAG 
(4°) 和 如果 A4CB, 则 4A4'CB';A"CB'， 
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5. ЖАС, Н, A Жын ЖЕГЕ, А БЕШ БЕГИ, W A ДЕ 
室 的 至 多 可 数 集 ， 则 4 是 可 数 焦 。 

6. ШЕЙ" 中 的 [9,1] 不 能 表示 为 可 数 个 两 机 不 相交 的 非 空间 集 的 借 
ж. 

T йР„(и=1,2, E RRR Ж [] F, 有 内 点 , 则 至 消 有 一 


A F, 在 在 着 内 点 ， 
8*. WEB] R! (或 [0,11 Ж1(0,1)) 中 的 无 理 点 不 能 表示 成 可 数 个 闭 集 的 
tt, 
о. EAR (或 [0,1] 或 (0,1))? 中 的 有 理 点 不 能 表示 成 可 数 个 开 集 的 次 . 
10*. ED EE R’ (йй КУЖ) 不 能 被 府 两 无 公共 内 点 的 痢 出 片 所 用 
11. ЗСА о) ТСХ) РА А. Е, ЖА ХЕ Ж 
(DFR, ШАЙ СВ ХС) РЕ, 
ЗЕЯ ап А 42 X HEEE ПЕЊЕ, 
12. W А ЯБ СХ ,5) 的 子 集 , "证 明 
(1°) (X—A = X—A. 
{2°) XTA X— A. 
13. ЗАВК (Х,т) 的 子 集 。 试 只 用 闲 包 的 四 个 性 质证 明 
(1°) #ac a, m ác B: 
(2°) АПВСАПЗ, 
(3°) ж ADB,W A—- BC A— B. 
14. ЗЕСР, r СХ туйо РРА, ШИС) 4 为 了 中 的 性 
f< Xi РЕЙ ЕЕ, ШНА pr Y, 
(2°) АЖҮ йй 4—4ny, 
15. BWX т ЯР r€ AC X. ЯНЕ z IO DR Са) 


1а) ПА= {а}, 


- 


а 为 4 的 狐 衬 点 ， 
ЛЕН А Ил, MUKA SS R (лей). S 
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AB 8 325 A= A', 
Pik X = Е, pi Cantor RAC I Fa 


«Ма 


其 中 
W=m[i=s'2+e(2x38)4 46е 302 х 351) аро 13. 


EH (1°)C 是 完备 集 。 
(2°) 开 集 [0,1] 一 人 的 总 长 度 为 1. 
(3°) 类 做 于 C 构 造 一 个 完备 集 C。， 使 得 开 集 [0,I] 一 C 的 总 长 度 
办 于 1. 
16. 设 A BAERS HTE, TARTA AZRE RA 
当 4 或 百 是 空 集 ， 
обалу) e€ AC В}, 5A, ВАЕ, 
特别 地 ,P(x,44) 表 示 т Ар Ж. 
(3°) МЖА, Ш 
olr, A =0<9а:Є4, 


р(А,В)= Í 


БШ 
рх, Doer EA, 


FH À DH B br, 
в(к,А)=о&=—>хєЄ А, 


(2°) ЗИ гд оба, 1) >. 
G p ABEG, pA, B)=0. 
(4°) ША = 和 vy) |у<0},В={(г,у)! а2>0,У220,ту221), ЮА, 
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BAR 中 的 闭 案 , 且 


AnB=4nB=9, 
但 是 ， 
P(A,B)=0. 
17. Ср) A, ACX А 的 直径 定义 为 
0, 当 А=ф, 


040 = apioa lz yea) i а+а. 


(1°) (Хр) НВ, B. DBD B.C XEM 


RB 
lim 4(B,)=0, 


nrto 


则 必 存 在 


«Й». (а z=). 
(буша: 
“4 工作 为 于 麻 量 空间 是 完备 鬼才 对 任何 1 вао BD 
В.САСХ,В, k XJ. B 0(8,) 0, ШЕ r€ ñ B, (HR rG 


x М 
[шл а] 
x= z, а=), 


GOE JH, MRE B, EXHAR KAB., ЮА", 结论 
4197 


S4 连续 映射 和 同 胚 映 身 


1. 映射 
定义 1 ШХ,У 是 集合 ,如 果 有 一 个 对 应 法 则 , 使 得 对 任何 
xEX, 存 在 唯一 的 
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y=f(z)€ Y 
与 之 对 应 ,我 们 就 说 给 出 了 一 个 从 互 到 了 的 ( 单 值 ) 映 射 (对 应 或 映 
照 ) 了 , 记 作 
{ах»ү(жх-Ї>ү), 
改称 为 了 的 定义 域 , 而 
fO(X)=(f(s*)|#€ XEY 
称 为 了 的 值 域 (参看 图 6) - 


如果 }(Х)=Ү, Ж] ARRERA ЕП. 

和 如果 0а) 7) > z = z', #& f 388 S k —— sh h 
的 。 

如 果 f 既是 计 射 的 ,又 是 单 射 的 ( 即 在 了 下， 玉 与 了 是 一 一 对 
应 的 ) ， 称 了 为 双 射 的 或 -一 映 上 的 《简称 -一 的 ) 。 此 时 令 
z=f (y), BBA- >X, CUERE, RAS 
的 北上 映 射 。 

例 1 (1°) Ey CY, 如 果 

Р. ХУУ, f(z)=y (22), 
则 称 了 为 以 yo 为 值 的 常 值 映射 . 

O°) BUR f, ХХ, ННН z C X, }(а)=2, ME f 
为 了 的 恒 等 映射 ,用 7x Ж. 

(39 RACY, f, ХУУ, НЕ ЄХ f(z)==, ШЕ} 
为 包含 映射 。 
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G) Rf, Ххх, 
Раоа) уб EXS, s n) 
则 称 了 为 = 变 元 映射 . 
特别 地, 映射 
f, R!x-.. x R= R> R 
—— 
n + 
是 微 积分 中 的 * 元 函数 ， 
(5°) 设 X,Y RERE ERT ЭИА 
f: X>Y 
满足 ， 
[Олуту Азаа) = Ау} (ту) + Af (аз) (EX, An AER), 
mF f 3861038. 
(6°) #E(4°) 中 用 f (zulu) 二 表示 上 映射 
fx KIX eI 
жг. АЖ + ЛЕШ. 
(7°) Ж ACX ПАХ 
Хы Х=+0,1}С R 


为 
1,264, 
х= М тЄА. 
Ж у, 为 4 的 特征 函数 . 


(8°) 81 中 的 区 = 省 bo НИО, 
定义 2 шин 
Ре X—Yy 
满足 Рб) (а Е ЄХ), f Жа 相等 , 记 为 f=g&. 
tfe 了 > 了 ,g: 了 2 ,用 
h(a)=g(f(e)) Ga € X) 
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来 定义 映射 天 XZ ПИК А fA EURE, ЮЕ h— go f 
《参看 图 7) 


W ACX WRH f: ХУУ, gi A>Y Е: 
fGy=zg(z) (z€ A), 
Ш J A g 在 上 的 扩张 (或 延 拓 ) ,而 g 为 f 在 4 上 的 限制 , 记 
作 g= 下 (有 了 时 仍 记 为 了 ). 
设 4CX, 称 jC(4)={f(z)|xE 4 为 4 在 f ТЫЙ. 如 果 
BC Y , 则 称 


| f '(B)=(r|f(z)6€ By 
ВЕР FEW GR AS). 
2. 连续 映射 
ЖУЗ ROOM r Awha XY Ee 
AEX, RH SCORER V CY, ФЕ mo 
PIB U (х) С Х iE 
UECV (F Can) 
则 称 f 在 点 x 处 连续 (参看 图 8). 
如 果 了 在 工 的 每 点 都 连续 ,我 们 称 f 为 连续 映射 ， 
当 了 二 请 时 ,了 就 是 通常 的 连续 函数 。 
定理 1 (XOM уто). Г.Х 是 映射 ， 
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如 下 面 四 个 条 件 是 彼此 等 价 的 ， 

(1°) f 是 连续 映射 ; 

《2*》 了 中 每 个 开 集 在 了 下 的 逆 象 是 工 中 的 开 集 # 

(3°) УТТЕ S THERE ХОН: 

(4°) 对 任 们 АСХ,(А)С НА). 

证 明 (185027) MEV EY Е ПА ГР), 
则 对 任何 zo € f (V), РОО CV OFE), 因为 了 是 连续 映射 ， 
特别 地 ， 在 点 zo 也 连续 , 于 是 存在 r 的 一 个 邻 域 UCwo)， 使 得 
РА (aa) CV AD 


ШС У). 
所 以 


= |] UCE PT. 


merr 


(2O3°) ВУР B)= X— f (В) IB CW ЕУ). 
(8°:24") (RUDA (4°) 不 成 立 , 则 存在 一 个 AC X 和 一 
点 rsf A Em 
РЄ FA). 
令 忆 = 了 和， 它 是 了 的 一 个 闭 集 ， 容 易 证 明 f-1(B) 不 是 的 闭 
集 : 因 而 与 (3 ) 矛 后 ， 
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ERE ВРСОСРС О) = В, АСУ СВ), TË 
жєАС В), 
此 外 ， 


f(t) € F(A)=B, 
即 

z€ f (B), 
因而 В) х. 

(4°=91°) (DAR 《1°) 不 成 立 , 则 存在 za € X, y h 

含 六 so 的 某 个 开 集 下 ,使 得 z 的 每 个 邻 域 都 有 一 点 «зб, JK 
象 1(z) EF( 参 看 图 9)， 于 是 x6 是 а=) У-У), A 
而 z CA. Bjb, TAR 


fG)€Y-V=Y-V (Y 一 V 是 闭 集 )， 


因为 
ЈА) FFY -V CY -V 
САТЕ 219), ТД 
Fac, 
推出 


flr) EF. 
这 与 (4 ) 相 矛盾 。 + ` 
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定理 ROA DAY rd НЕНЫ. 如果 f, XY 
z 连续 , 则 对 于 马 中 的 任何 1z}， lim ж„=г, © lim f (s,) = 
了 (z)， 反 之 不 成 立 。 | 

证 明 RY 为 了 (xz) Й, BX f # к 连续, 则 存在 z 的 
ФИЙ ПЕК ОСУ, MF lim г СОР), KEE N, 
当 w> 订 时 ,有 x。EDU{ 套 看 图 10)， 于 是 对 于 7 ,存在 NN， Sn> 
时 ,有 f(z) €V ,这 就 证 明了 Hm fern 0а). 


反之 不 成 立 可 参看 例 ?2。 Ж 


例 2 设 (X,r) 为 83 例 6 中 所 述 . Y=(y|0syS1) Ж! 

的 子 拓扑 空间 。 而 ` 

f: XY 
у=](а)=в REL. WF lm s= alea EX) У, 
я> А Б, ==, PREA 

lim f(z,)= f(x). 

但 是 ，F 在 任何 “EX 都 不 连续 . 事实 上 ， 我 们 取 球形 邻 域 
РРС) ,6) 使 得 了 一 FF(z) 5e) 还 会 不 可 数 个 点 准 于 是 ,显然 不 
ЖЕ r EX hiq U=X—C(C 至 多 可 数 集 ) ,使 得 

fGU)=UCV( (aY) Ф 
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定理 3 (ТГАТ (K OEFEN zz 是 连续 映射 . 
(2°) ВЕС ота), Tiro) 和 (Zrs) 都 是 拓扑 空间 , 且 
f. X>Y, g, Y>Z, gef; X>Z 
(ху) = ya giyo) =), gf (ro0)=20. 
Эд J ЖЕ zo & ж fz уо. WL 8: 了 在 ra BER, 
(8°) 在 (2") 中 ,如 时 /和 都 是 连续 上 映射， 则 gf ШЖ 


Ан. 
证 明 HEJA. H 
定理 4 R, PORY, OMERE, 


fi XY 

是 喘 射 , 则 了 在 xo СЕИ 6220, FE 0220,24 p i(z,z02 
<, СХ), Н pr( (x) ,了 (x0)) Сес ХЕ 
{raj limz,= ze, ШН limf(z,)= f (20), 

证 明 (1°)( 宝 》 任 给 六 0， 球 形 邻 域 V(f (20)，e) 是 了 中 
的 开 集 ， 由 了 在 zo 连续， 存在 也 中 的 zo 的 邻 域 U Сг), tE A 
ЛОС) СУ (Р(х), е) ВЕДЕНИЕ О (xo, ó) CU(x4), 
于 是 РО (то, Ф) СУ(Ј (в), е). 

(6) WV(J(m DB Y йз f (za) HERR MEERE 
&ж 

РСР), \СҮ(}(т;)), 


由 题 没 存在 球形 邻 域 U (лу, б) (天 中 z PR) EES Uo 
ODCEPE (ва), s) (f (zo), 
GO (5) 由 定理 MTER., - 
(€) ОЕШ) Ж/Е ао TER, MEE РАУ ,不 
存在 xo BRU, ВА (ОСУ. На, ЖЕЙ (ж, 十) 中 总 
有 一 点 fa; 使 (EEV. 显然, limr,= zo 但 
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іт Гат) (ее), 


жува. + 

3. ЕЕ 

ЖУ 4 (ОХ, U o ДН Е], 如果 映射 了 ,了 > 了 
5-С БӘЙ, ВСЕ f 1,Y—> X ҖЕП, ДЯК f 
HAER ЭБ КВА ЯЙ]. 

如 果 人 存在 一 个 司 胚 峡 射 了 下, 卫 -> 了 , 则 称 拓 指 室 间 X fü Y ЖЕЕ 
BE, БЕ xs. 

在 任 一 同 胚 映 射 下 保持 不 变 的 性 质 ， 称 为 拓扑 性 质 . 

ЖИ 5 W(X,r AU ,rs) 为 拓扑 空间 ,如 果 

Р.Х--Ү 


E-k M FERE ДЕ НЕ HE H Е Ta ШЕ 
м. | 

(1°) АХАЖ, W FEY AFE, 

(2°) тА ХЕ, W DEY HRR, 

(5°) 对 于 任何 AC X, WEDD FA. 

证 明 (1°) 因为 了 是 fo! 的 逆 上 映射 , 关 且 和 的 JEE АЕ f° 
下 的 北 象 (j-!)-1(4) 二 fC4) 是 了 的 开 集 ， 所 以 ВЕ, 

(2°) 因为 了 的 闲 集 4 在 了 ! 下 的 逆 象 (fA4)=f 了 (4) 是 
了 的 闭 集 ,所 以 了 ! 也 连续 . 

(3°) 对 任何 BCY, 令 A=f1B), W fB )=f 1 CA) 
СРР СА 5) = А =f В), M Г 也 连续 .六 
例 3 (1°) Ј.С, 00)=(а,Б), 


b—a 
gae tgr + 


у=](т)= Pta 
E—AAE, Н f 有 各 阶 导数 ， 
(2°) fi R> (z€ В" |а|, 
. 39 + 


= =. 2 
у=} (ж) = Irie 
是 一 个 同 是 


(3°) гонан [ z= (v1, Ts) | 55-1] 


в ва Саа 5 a=], 


а 
у=) = 


(4°) Ж X=10|0<0<2 т}, 
Ү = {(со50,з1п0)10=0<2 z)C R:, 
Ху, ` 
у= J(0)= (соз 0,sin 0). 
显然 ,了 是 一 一 的 连续 的 映射 (参考 
ЦЕ 图 12), ТААН. (KIDE 
SEERA M :是 连续 映射 , FAX hi AR Са, 2 z), 
(f 1([zx,2 т) = f(r,2 z))=1(cos 8,sin0)|r=<0<2 л} 


Ў: (созб, sin0) = (6) 
15 — Ai) 


图 12 


不 是 了 中 的 闲 集 ,这 与 定理 1 中 的 (3%) 相 矛盾 。 
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аз в 


1. (1°) знал ах 了 .了 Esz r efef. 
(2°) Wf:X Y Bik Ей. Ш Рр рр. 
(3°) ЖЕ. he БИЕР. X> X ШАКАЛ Ar. МШШ 
ААР WEB л I z 村 的 复元 为 二 
2. W.f. X->Y ЕЕН. А.А,.4.,4,СХ,В,В,,В,, ВСУ, ЕЕ 
(19) Ë AC An W PADCA, 


- KU 的 = U zao. 


K) а) ао, mga fa, nao fian CAD KAF. 
QO E B.C, MEBO f (B), 


F(U ву-\}у-‹вә, 


П вд= [Y £a), 


АСТ} (А)), 
fO (pc ph f(f#(B))=B0 F(X), 
了 一 (了 一 到 一 工 - РЕ), 
3. РТА СХ, о) ,直接 证 明 :， 定理 а еро (4°) 所 地 对 任何 Ye 
ХА ХРЕН}, lime =a, Yt limfe) = JG). 
4. СХ, е) (Yu r )G=1,-- n) MEER ХЭН XY. Ж 
ЕЙ, EJOS lE) f. Са) ЄХ. ER: 
РАШЕВ ESS, ,nn) 都 是 连续 映射 
SPRO oema. 
(1°) WM f, X— R ДЕ Н, ШЕЯ. (z| f (>e) 和 {xz] 了 (x) 
<c} 都 是 下 中 的 开 集 ,而 {z| f Со), (8 ] f Сас) fmnts| f (а) =с} 都 是 
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хуй Ж. 
(2°) f: X> R RERA 
«ЭНЕ cE Ё,{х| f Сее) РС) <) fE XJ JF 
ж. 
«ЭНЕ cE Rdr] f (а) | f (ту<с} i ДЕ X МИЯ 
#. 
(8°) 举例 说 明 ， 对 任何 ER, (z| f (z)2>e) REIH ЖЯ Жэ] 
X— R КӘ. 

6. (1) СХ, тав) ОЗАК Д, Сут) АРЕ [Н], 证 明 :任何 映 
ЗР ХОУ 都 总 连续 的 。 

(2°) х РТИ, (X, тоа) ЙОРУ (ЯТ, (Y r) 为 
拓扑 空间 ,证 明 ， 

FAY EERME ESH Y RERI Жа, B.G n f (z) 66, 则 必 
有 J 了 (X)CG. 

(3°) 在 (2°) 中 (了 ,7) 改 为 度量 空间 (了 ,Pp): 则 于: 有 > 了 是 连续 映射 
==» ] Ж ЙЕ. 

т. (1°) ROGO AEE 2 Н, PUEY), (а, у) Го. т) 
PO y.) Ж ЖЖ BU Ж ХХ ЖЕ. EN: p, X x XR 是 连续 
ЖЖ. 

(2°) Ж(Х,о)5@ Ж. ACX, f , XR, (x)= plr, A), 证 
їй, Уб) от. АЕ X БАЕ ИА, Вр 

Е е0, б 8600) 220, 4 plas Lila EX) 有 

ПРО) РС) 1а) рб.) |<, 
自然 站 (x) 二 p(w,4) 是 连续 函数 。 
(3°) 在 (1°) 中 ,p 是 一 致 连续 函数 吗 ? 

8。 设 (了 ,Pp) 为 度量 空间 , f: X> РЕМА, 

e (ror)=sup( J (z)|e(z,z.)<r)—int( f ба) | pr ro) Cr} 为 了 在 
{elole r Crh ЖЕЙ. Ж 


olr) = lim CRES] 
为 了 企 х, BRA ИЯ. 


КЕЕ 


f ft z, 1240,0) =0. 

9. (1) ER FR ЫЫ]! R, WEB f EJ ЕК, 在 有 
оК К, 

QO ШЕШ. А ЕЖЕ BR Г. ВВ, ERT EH YR si 

WB, ЛЯНЕ, 

10.“ fe R° PHE y=r E 
的 每 一 点 处 性 如 图 13 所 示 的 半 开 
半 亲 的 小 正方 形 。 令 


(нр И ДОН УМА АБ ДЕ 
有 理 数 的 点 , EMARE р — 
个 坐标 为 无 理 数 的 点 ). 

ЕВ, Añ B=%. 图 13 

11. ЕОР аА ооп ЊН СХ, го ОУН ТЕЗЕ, i fa 
Pr 了 是 从 Е. Е (Y r 00 ЕВА В, ВЕРЬ ` 


Роот = F ilerarn 


(FEA j) ХУ, ЖИ fl, = f. Wm, РЕ 
连续 映射 - 

12. (1°) 129, 拓扑 室 间 的 同 吓 关系 是 一 个 等 价 关 系 ， 即 X=X,X= 
YəƏY=X i XZ=Y5SY=ZƏX=Z. 

(2°) ШЕН. JES HIR, М (эЛ bk anl ie E K. 

13. Wp =R RRS, WAA R 当 作 а, S, 而 第 二 个 R' 当 作 
:四 ,并且 作出 R° 中 的 子 集 A= {pah Са рб) а Е 
Ж ХЕЙ f А Б\, ЕВ, EIB А Cp 连续 

14. ШЕЙК Н Др А E 


643 


(1°) пф} Пв (аал) 550) 0 LL PZ ЖШ 


дА, та 
ЫЕЕЕ ЫА 
(2°) В" dg 58°—{(@,-+-,0,1)}. 


15. РЗ а Сосо) EKI ро0ЄУ". Е ШАЯН 


РЧ В рана = Г ARRAS) =. 
16. ухе x A DE r GS e 8) 的 积 拓 拟 空间 。 令 
了 ED 
ЕЛВЕ. ШЕВА, Г 是 连续 映射 
17. (1°) Ото) ЗК, fX МЫН, 4 
n={f (0GEr), 
加 (下 ,7t,) 是 一 个 拓扑 空间 ， 且 于 为 连续 映射 ，(XX,r,) 称 为 从 ( 了 ,rs) 由 诱导 
的 拓 盾 空间 。 
(2°》 特 殊 情 形 , 蔗 忆 了 。 了 = 了 ,XX>Y 是 包含 映射 令 
t= GGE rN) GE r}, 
UX rO REF ro Tn 425 Bl. 
18, (1°) СХ, т) Y AR A fY EA 
` r=(0G]f O Erh, 
MCF e На, B. f ERN. 

(29) ЕСХН А, A OARRA US геа 
# ху, Шуа E s—y, yz, Ш хес). RELF f Resio 
ah Y= r/ = [z] e€ Xt, f,X-Y=*/ а) Са) РАНИ) 
ЯКУ та) Сота) РА n ЖО ФЕС, 

(3°) RZ RO YPS TEL ~ anwan E 90) = 
Кге), FE #/,зҮ FA ef (ey, 因此 可 写作 了 = 二 ,这 
Мо) ==” 19), (2 和 (3 我 们 称 ( 了 ,rs) = Cer) AAA 
НОНА ар. ` 

(4°) 2 XES aylay ES y а, Y=”/ RA PrE P 
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= 
| 
-r 


图 14 2 经 身影 平面 


° 


图 16 Möbius # 


БЯ а іа), я tit А СЮ ОЁ sell ( @ # El 14). 

(5°) 设 Х=Н!',а—у(х,уЄ К) Эуел а(н юй). EYE 
ХН as aj ts B° rB КИ ПЫ S' E 

(6°) ХВ", (теу), у (у. Е", гуусу, = т! 
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чта HPR iSl- 2) 在 了 = 一 全 /~ 上 定义 的 商 拓 扑 空 间 称 为 n 维 环 面 
(EARI), ВЫЕ 人 x x Sr, 
一. 一 -一 
ъл 
(7°) ЕВ APELO JER a Jt S Ma L38105 h t sz а 2uMobius 
带 ( 参 有 疼 16)。 则 它 可 以 视 作 一 个 商 扩 扑 空间 。 
- 《8")》 将 [0,2x[9,1 粘 合 一 双 对 边 ( 得 到 -个 柱 面 ) 然 后 扭转 180" 再 类 
侣 另 一 双 对 边 得 到 Klein 瓶 (参看 图 17)。 则 它 可 以 视 作 一 个 尚 拓扑 空间 ， 
p 


g, 了 

T а 

8. т 

q r g 
图 17 Klein & 


5 5 可 数 性 和 分 离 性 


1. 可 数 性 
XI Bo AMR, MRE AEX, Ee 

Жа ГОЗ R z 的 一 个 领域 族 z. (а) (G,y, EH z 
МСН О, С. Ст. (2), СО. СО), СХ, к) 为 . 
А.С B). 

定义 2 ИЕН НСХУ н Ж 4 38 , HI Ж 
&Х,е) Ж) АО) [В], 

定理 1 А.А, 空间 .反之 不 成 立 ， 

证 明 设 z* 是 4s 空 间 (X,r) 的 可 数 拓 扑 基 ， 对 任何 > C X, 
{з т„\ш)={б |266,6 Erk ЖЕ ЯШЕ т„(т) 满足 定义 1 中 的 条 
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ФЕ. ВЕС, г) 41 空间 ， 上 反之 不 成 立 可 参看 例 1, 3 

倒 1 х= ЖА BL 取 离散 折 扑 空间 (X ван) Д 
В ЧЕХ, AA ro ОН Яаа M 
有 的 独 点 集 , 所 以 不 可 数 , 这 就 证 明了 它 不 是 Ао 空间。 此 外 , 独 点 
集 {z} 显 然 形成 点 * 处 的 一 个 可 数 拓扑 基 , 因 而 (Xrwg) 是 4 空 
NM. 

#12 8§3 例 5 中 的 (X,r) 不 是 41 空间 ， 

{ 反 证 ) 设 sEX,{X 一 0,10, 是 至 多 可 数 集 , % 一 1,2,…} 是 


aith AX RTR Ea EX, ayr a € |] En 
az) 


Хар Èri AXO ХА—{а}%+(п=1,2,--), 
SAXO E z ЖЕЗ ЗЕН E. TE, (X,r) 不 是 41 空 
H. 

定理 2 拓扑 空间 X, r) A RUSA, r) ATARAR 
集 . 反之 不 成 立 . 

证 明 设 iGi|x 二 1.2,…*} 是 的 可 数 拓扑 基 ， 令 Y (у, 
YEG ,容易 证 明了 是 互 的 可 数 笛 密 子 集 . 事 实 上 ,对 任何 > € X 
和 z 的 邻 域 G ,存在 CERCO, FE Yn EC MEF, 
说 = 革 。 反 之 不 成 立 可 参看 例 3. + 

例 3 EYERE THEA kR, 令 X=={ x}UY ,r= (6; 
(#JUAJACYY, RBE ogitan A= X, PRU, 
X Riel Be ТЖ. ДАРСХО НЕТЕР Ы @- КЕ 
UNUE) ПЯ, BE, (Xir) 无 可 数 拓扑 
基 ， 即 不 是 4 空间 . 

定义 3 如 果 度 量 空 间 (I,p) 有 一 个 可 数 称 窗 子 集 , 则 称 
《X,P) 为 可 分 度量 空间 . 

定理 3 От) Хо) НА], N 
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以 下 三 个 条 件 是 彼此 等 价 的 ， 

(1°) (Х.т) Ay 空间 ， 

(2°) (X p) H — AT АК (х OER 

(3°) (X pua еза, 

证 明 (291°) 由 A 空间 的 定义 即 得 。 

G3) 由 定理 2 即 得 。 

(3°22°) 设 了 是 可 分 度量 空间 ( 邢 ,P) 的 可 数 秋 密 子 集 ， 则 
rz,=(U(y,r)|yC€Y,r 为 有 理 数 } 是 (了 ,p) 的 可 数 球形 邻 域 族 , E 
是 一 -个 拓 守 基 。 因 为 r。C+, 所 以 只 须 验证 XX 的 任 一 开 集 G 和 任何 
га, (ут) Er. EEU DCG, 

SG ХН, ША УСУ 和 有 理 数 ?p(x, y) W| z € 
Ш(ул)СХ=0, 

ОХ, Нах - ОО), ВД d= o(z,X— G)2>0 


(SE 683 习题 16)。 则 存在 YEYE ple yË. 再 取 有 理 数 7 


йс та, тЄ0(ут)св 


ES 4 (Хт) AMR VC X. АЕ n=10,) E X BJ 
Жжтж, {ЕЙ 
Yc (је, 

ШЖ n ЖҮ BS fE X rh hy Е. 如果 中 元 素 的 个 数 是 有 限 的 
或 可 数 的 , 则 ?分 别称 为 有 限 的 或 可 数 的 材 赣 .如 果 了 Ca 也 是 了 
的 在 X 中 的 一 个 覆盖 , 则 称 了 为 ?的 子 屠 赣 . КУ =Х, ПИ 
#& n 为 立 的 材 唾 .2 特别 当 所 有 的 О, DFM EE Fn AY E 
Х АЕО). 

定理 4 (Lindel6f) OX.) 为 А» 空间 ( 即 上 共有 可 数 折 扑 
Ж т „) ЕНЕ п 有 一 个 可 煞 的 子 覆 盖 。 
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证 明 }йт„={В|ВЄт,,БС@,@Єл}Ст,. ЖРА В” 
€= ж— ООВ) En EH BCG, 我 们 令 
у ={@‹В\В'Єт.}, 
HT z, 可 数 , 是 了 的 可 数 子 族 ， 余 下 的 只 须 证 明 允 是 ?的 子 
禾 范 ,事实 上 ;对 任何 ?全 六 , 必 有 GEn,xEQ， 于 是 存在 BCr,, 
使 +EBCG， M r, 的 定义 可 知 ВСт\, 这 就 证 明了 
TEG(B) ст. 


2. заи 

定义 5 MARIZU T) ЕАО АСЛАН 
的 邻 域 : 则 称 ( 工 ,z) 为 T, 空间 或 Hausdoft $ B], 

定理 5 (1°》 设 (X,7) 为 7 空间 ， 则 它 的 子 拓扑 空间 了 也 
жт, : 

(2°) ОХ) (Хут) 为 空间, 则 它们 的 积 拓 直 空间 
也 是 Ta 空间 . ` 

证 明 (1°) 设 *,yEFYCX,zzxy- СХ.) To 空间 ,存在 
z п y ПОЛ ВАЙ (z) U (y), W (z) YY BU (y) YY 
Ж z Яп у 关于 7 的 不 相交 的 邻 域 ， 于 是 子 空间 了 也 是 Tr 空间 。 

(2°) (ттт) (ум) € Xi x Хз, laned (уруг), M| 
少 有 一 个 分 量 不 同 ,不 妨 设 za 闪 ya， 由 于 (Xor9) 是 7。 空间 ,所 以 
存在 3 和 ys ЖГ (X; ra) Py 8238 838 V (хо V (yz), Ху x 
Ула) X, x (уй Е Столь) ЖП (yi,yz) 关于 积 折扣 空间 的 不 
HARR ЖИЕ y ВЕКЕ ГАНЫ ЖЕ Т 空间 . + 

定义 6 WREE) 的 任意 一 点 与 不 包含 此 点 的 任 
何 一 个 闲 集 有 不 相交 的 邻 域 ， 则 称 ( 开 ,) 为 正则 空间 ， 

如 时 拓 扑 空间 (CX,z) 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 有 不 相交 的 邻 
城 : 叫 称 (和 ,Fr) 为 正 帘 空间 ， 

定理 8 (Хт) хар, W 

(1°) СХ) ENZA К СХ, жуй fE— к z (бу 
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А-ДИ ИУ (а), {ЕЕ z Р (z ОУ (z) CUl). 

(2°) (Хе) ЖЕҢ” [н => СХ, т) ФЕ —B13 Кї 
ЛСР) (ПЕШТЕ), Ete К HRAV), 使 得 
VOF)CU(F), 

证 明 (1°) (9) 因为 (X,?) 是 正则 的 ,所 以 z SIE F = 
ХПН У (г) ТРО) В (а) ГРС) 0, 
HKC), 于 是 

СУР) = X—V(F)CX—- F=U(z), 

(E) Ў гСХ,Р E (Хт) HAR B ЄР. (у= 
X-F i z й) В. ША, ТТЕ z WIRI e) AEI a) 
CU(z). ВОТ) ЛЕ-(Х-Р)ПЕ = ф, 70) Реф, 所 
以 


X—V(r) 


E F HARR В V(z) (Х—У(х))=ф. 

(2°) (Ә) 因为 (XX,r) 是 正规 空间 , 则 两 个 不 相交 的 闭 集 也 
УР ХРО ARVE) VE"), EVEN 
K=p, FEV(PCX—V(F*), 

VO(P)CX—V(F*)=X—-V(F')CX- P*=U(F). 

(6) WF Р, (Х.т) 的 任意 两 个 不 相交 的 闲 集 。 # 
易 夏 出 ,UL 了 i) 一 六 一 下; 是 了 | 的 一 个 邻 域 ， 根 据 题 设 , 存在 Р, 
ШИ ҮСЕ), 使 得 六 СО (Р). ЖООР ПР X- 
Е.) Ез=ф,7 СРО F; =,D Х—УСЕ,) 是 F, 的 一 个 邻 
域 , 且 


К(Р)П(Х—Р(Р,))=ф, T 


定理 7 W (X, р) 为 度 明 空间， 则 由 它 诱导 的 拓扑 空 B| 
(Х,т) ҖЕ Т, р ЕГИ ЖИЕ И ЖЕЙН]. 
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证 明 (17) WHEfIe mC X, Sesa, Uap Eut) gn 


и (e 921622 ay] w: 和 x 的 不 相交 的 邻 十。 因此 ;CX,7) 


ЖТ 空间 . 
(2°) РОХ, OHE, C F RES 习题 16,p(%, F) 


>0. phu (r, pss x ue, В Vye = 
P PF32935. BIE От) 是 正则 空间 ， 

(3°) 设 F 和 F. ДХ r) 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 。 对 于 
зс, r € К», 

i e(a) рб F)>20 M a (аз) =o (ә PSO 得 


到 
UFD = Осе Э (Fa) = |] Ulset) 


ЄР wE Ра 
分 别 是 F, 和 F, ЫЙ, 
假设 CFDNUCF)F$, 即 存在 xEU(F)NU(RF2)。 于 是 
f r C F aC Fz; 个 得 
EU ET NU roe2 (x2)),. 
我 们 不 妨 设 (ату ео аз) Ш | 
plan Ра р(х) Ст, х) + обот) LE (а) 
+ 1022) 2 #1021) =pl Рз), 
这 就 推出 了 矛盾 .着 
注 EAP) 中 狼 点 集 是 闭 集 , MAE ET dh És (1°) 和 
2) 可 以 作为 (3 ) 的 特例 ， 
例 4 T, 空间 但 既 非 正则 空间 又 非 正规 空间 的 例子 。 设 
X=4i(z,y)€ Л1у20), В1= (00,0) СХ. 


记忆 (28) 为 吾 " 中 的 通常 的 球形 邻 域 . 
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ЭРЕ РЄ X,e2>0, E X 
Up, DNX, Mp8 X— R, 
рр) #)Г\ ‚ 当 2E 
ЧО (р, 70-29 10<р), 3 p€ RI, 
《参看 图 18 ) 容 易 验证 rs 一 4F(p;, e) X Ait Ж, 因而 
诱导 出 一 个 抓 扑 变 间 ( 工 ,zr)。 
it р,тЄ К, Н. роуа, MR e= 20:0 0, тж 
PEV(P:8) У (9:8), (р, (9,2)=ф, 
СХ.) T 空间 ， 
Hesh п = (0,0) 5 R'— {a} = Х-- |] Са, еу Ж. 
z>ġ 


БИШАВ ВЦ ВСВ РЕ ЕШ). ШЕ, (Х,т) EFENA 


AXEAZA. 
= {@, pen y0} 


= —— 
а=(0, 0) В'={(®, 0)} 
аи 
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1. ENA OEA) Euclid 空间 R" 都 是 A, 空间 ， 并 
ARRECA u 8 a + 3. 

2. 证 明 底 时 空间 (天,p) 是 4 空间， 并 举例 说 明 不 必 是 和 空间 . 

3。 利 用 下 面 隐 种 方法 讶 明度 革 空 间 ( 叉 ,Pp) 是 正规 空间 : 设 F, # P, 是 
任意 两 个 不 相交 的 闭 集 ， 攻 令 


+52 ， 


‹1°) ЕЕ) = (c€ Хобе, Р) еба, Р.) 
UP = {rE Хобе) рб). 


PEF.) 


KEEA DETIN D 


u(p)= [ee хі), 


Щр = Tee x yay), 


M ОС, Ят СОР ӘДЕ F, ЖП F, B) Ck AO UR, 

4. 证 明 和 拓扑 空间 的 子 折 裤 空间 仍 是 4 空间。 具有 可 数 稠密 子 集 的 
蜂 扑 空间 的 子 折 扑 室 间 仍 有 具有 可 数 稠 密 地 集 四 ? 

5. 证 明 可 分 度量 空间 的 任 一 也 度量 完 间 仍 是 可 分 的 ， 

6. ПЕЙ #1 习题 5 中 的 Hilbert 空间 是 4, 空间 或 可 分 度量 空 阅 . 

了 . СХ, т) ат. 

如 果 革 的 任意 两 个 不 同 点 中 至 少 有 一 点 有 一 个 邻 域 ,不 包含 另 一 点 , 则 
(X, т) T. 空间 . 

如 果 的 任意 两 个 不 同 点 各 有 一 个 邻 域 ,不 包含 另 一 点 , 则 (=) 称 为 
了 空间 . 

正则 的 了, SHR T, 空间。 

正规 的 T, 空间 称 为 Т, 空间 。 

证 明 (1°) «Х,т) Т, Зал, 

(2°) T. йй ӘТ. AAST, AAST. рэт, 空间 ， 

G) 验证 ФЕТ НАЕ 空间， 

(4°) ЮЕ, за 例 3 是 了 空间 ,但 不 是 也; 空间 。 

(5°) 验证 : #[2 Т, AARE T A, 

(6°) ЇЙ Х={а,Ь,в},т ={ф.{а},{Ь,с}, X) MCX e) 是 正则 和 正规 空 
j LAS p. 空间 (因而 也 不 是 T, T, 空间 )。 

8. (1°) 证 明 T, ях Же ЭПК) BIR АЕН, 

f (25) RBA Т, р, Йон Пан РАТ FEAR m, 

9。 证 明 任 一 集合 Х—И (# S 42 习题 7 ) ,使 得 (X,r) 
ET ÈN. 
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40. (1°) AGR A.P aT, P EI ERD ii Tieta ШЕЛ Ж 
А, (ЗАТ, Ta IEI, ERDA? 

(2) 两 个 4 ОЁ dn ZnT Tn EI ЛЕЙ) 空间 的 积 拓扑 空间 是 否 仍 
Ж А, (或 和 ,TT 了 ,7 正则 ,正规 ) 空 间 ? 

11. ИСХ, ТУ Н, АС, ЕТЕ. 

G°) 4 以 z 为 聚 点 ; 

(°) 4 一 {9} 中 存在 一 个 点 列 , 收 第 到 点 ws 

(8°) 4 一 {x} 中 存在 由 完全 不 同 欧 点 所 组 成 的 一 个 点 列 ， cok pla z , 

证 明 (3°)>(2°)>(3°). 

12， 设 (X,r) 为 41 空间; 则 

G°) WE z€ X, Е т [ЖДУ ЕВУ. CV G =1, 
ее). 

(2°) 8 11 RAONS), 

13、 设 (X,7) 为 ,空间 , 则 在 题 pS). 

14. 举例 说 明 题 11 中 的 (1”) 雪 (2"),(2°) 为 (3”)。 

15. (Хт) А, AE r ЖЕТЕН], ХЕЗ. $n yr 
+ X бинт АЙ ХЕ Ж r Нот, h BA {С )} ЖҮ 
ККИ i f (z), ЕАН. 

MRAR A TERN. 

16, EATR АИТ P Ta Ta Ta EHAE E 
Ей. 

17. РР. ERRAU, O б УЛУН ЖЮН Ж, ШЕН ТЕЕ — 
AX HOEREN I ER 

fl =0, flari SfE (s€ X). 


《提示 ， 参 看 题 3 ) 

18. RCF sr) A Т, RR CX r EHAN Р, > 荆 诱 导出 来 的 拓扑 
空间 , 则 

(XDA T: HASS ERAO AR) 

19. ОХ т), 了 为 集合 , H f. XoY EWH, r = tG| 
了 -KGJGri CER 34 J8L 18), WR r) E Ti 空间，( 了 ;rs) BET 


. 54» 


ЕУ , 

HARF: X=R,Y=R:Q Q ARARA), 

f.R—R/Q, х0) = Ге]. 
56 连通 性 

1. 连通 

定义 1 ROGO ARMAR АХ АВ, A, EEr, 4 
g. BÆ, АТВ =ф, Е X ЧЕЗ ЗВ ЖЕ. 

如 果 A PERERA А ЕЗЕРА: А. 

设 YCX, 如 果子 空间 (Y ,rr) S АЕ 3& ЗЕ О СЕЕ ЧР 
间 И КҮ 为 非 连通 的 或 连通 的 子 集 . 

Ж 定义 1 中 的 " 开 集 4、B” 改 为 “ 闭 集 4、B8” 或 “ 既 开 又 闲 
的 集合 4、 了 3”, 则 容易 看 出 这 三 种 定义 是 等 价 的 〈 留 作 习题 )。 

HIZA VEERE ТЯ HRA X A Ф 
叉 疼 的 ( 留 作 习 题 ). 

定理 1 WOX, r) 为 拓扑 空 间 , ВХ AUB. А, BEr, 
АПВ=ф, ЖЖОТ, MANY =9 ВПУ = 
в. ` 

证 明 显然 Y=CA4UB)NMY=C4NMmFY)UCBNIY), АП 
Y Сту, BAY Єт,,(АГ\Ү)(ПОВГҮҮ)=ф. (БОЙУ ЖАГУ 
=é, BAYA NIY ЖАЮУ. 这 与 已 知 了 是 互 的 连通 子 集 相 
矛盾 ， + 

定理 2 jY Fa Cu) PERHE r 的 连通 子 集 ， 
如 果 对 任何 a Eu, FaN Y Só, ШУ ишт X08648 F k. 


证 明 (БЕ) 若 YU (YY。) 是 非 连通 的 ， MY U(UY.)= 
4UB,4 和 8 是 了 UCUY。) 的 两 个 非 空 不 相交 的 开 集 ， 由 定理 
1,38 T 3jEY C AGC В), BW TI Y.C AGE В). # 3 it 
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YCA ,因为 了 门 Fossg, 所 以 了 <-C A(a Gu). 于 是 YU(UY。) 


CA, 因此 YU(UY,。) 一 4， 因而 B=#。 ХЗ ЕЕ Ве) ШР 


Ж. Ж 

定理 3 БСК, тА ЕМЕ Н, Y EX 的 连通 TE, НҮС 
了 ZiC 了 , 则 了 也 是 连通 的 .特别 地 也 是 连通 的 ， 

证 明 〈 反 证 ) 设 Y, 非 连通 , 因而 了 :=4UB, 这 里 4, 了 是 
Y 的 非 空 不 相交 的 开 子 集 . 因为 了 连通 , 由 定理 1, AY= 4 E: 
ВГ\Ү =ф, 不妨 设 ВПУ =p, РСА, 

ШЕЕ Y CY CF, M Y-Y и ДЕУ EX HHR 
Ж. 因为 了 C4,B= 了 ,一 4CY1 一 了 ,所 以 非 空 集 B 的 性 一 点 5 
都 是 了 在 文中 的 豪 点 ， 此 外 , 由 于 了 CA4UB= 了 1CX,b 也 是 了 
EY PRERA, 再 由 了 CA4,5 也 是 4 在 了 : 中 的 聚 点 , 则 5E4 
《4 ЖҮ, 中 的 胎 开 又 闭 的 子 集 ),bE АПВ=Ф, Ж. + 

例 1 Euclid 空间 R" 是 连通 的 

( 反 证 ) # R! 非 连通 ,于 是 R'=A4AUB, A, B 是 ВЕЕ 
相交 闭 集 , осал, св, 不妨 设 4<5, 显 然 4M[e,58] 和 BN 
Ге, 都 是 Р! 的 非 空间 集 ， 令 2=inf( B [a,b]), 容易 看 出 
AEB=B, 且 a<4( 车 a=4E8B, 则 a€4mB=8, 巴 盾 )。 此 外 ， 


A-t ла»), BACA, M АЄЛ=А, 于 是 


т 
ACANB=¢, 8. 
W Ү={0=(0,--+,0)}, 显然 了 是 连通 的 , ЖАНЕ Ta € R°, 
940, 作 过 0 和 9 的 直线 了 ,一 {tigi 有 R}, 由 上 述 可 知 了 。 是 过 通 


4, 二 4 一 


的 , 于 是 ;从 定理 2 推出 "一 YU( |) Y. jetti. 
agg” 


RPE HAEEREN R" 是 连通 的 。 著 R" 是 非 连 通 的 ， 
于 是 R'=AUB,A,B 是 R" 中 非 空 不 相交 的 闭 集 . 设 #4Ed,bE 
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в, 为 连接 4 和 5 н, T АГЫ Яп BALE t Ë) РДЕ F 
HARE хына ЖЁН. 

例 2 - (1°) RX roS TARR ha. 由 于 
X={a} U(X —1a}) € Хх о X— (a) # х ТА 
交 的 非 室 开 集 ,所 以 XX 是 非 连 通 的 . 

(2°) W Ra=(zC R's 为 有 理 A) H F Алас Ral 
а Су TIULE Rk| жоу 21， 所 以 于 5 是 非 连通 的 . 

(3°) 82 例 5 中 的 下 是 非 连通 的 .事实 上 ， 

Х={т\|—оо<х<0}\}{к]0=ж< +оо} 


={ Ur ju tow ), 


ТЕНИ АЕА. 

定理 4 СХ, е) СУ, зо) НОА, S: Х->Ү ДЕБ ЕЕ 
A. 如 果 太 是 连通 的 , 则 ГОХЕ О (连通 性 在 连续 映射 下 
EREM), І 

ШЕН f(X)CY 为 了 的 子 拓扑 空间 。 Б.ХХ) 也 
是 连续 映射 .( 反 证 ) 设 f( 工 ) 是 非 连 通 的 , 则 f(X)= AUB, 4 与 
BÈ f (X 803553 ЖЛНЖ BE T. 由 了 连续 ,了 -KK4) 与 Ву 
ЕХ ЕЁ. 明显 地 ,它们 非 空 且 不 相交 , XX= t(A)U 
ГВ) ХХИ. Ж 

注 由 定理 4 得 到 迷 通 性 是 拓 村 性质 也 可 直接 证 明 连 通 性 
和 非 连 通 性 是 拓扑 性 质 ， 非 连 道 性 是 过 续 映 射 下 不 变 的 吗 ?，( 留 
作 习 题 ) . 

2 xrz-—(b+ a) 


йз (1°) Hf (a,b) Ё!, Ка) 08 rg ay T ER 


EREHE R! 是 连通 的 ， 所 以 (a,b) 是 连通 的 ， 类 似 地 可 证 
{—%,a), (a, + o) 是 连通 的 . 
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02°) (а, 5)С[а, 6) Са, b]= (а,5) 及 定理 3 可 得 到 
Са, 0) ята. ьа. KA, а],Га,+ е), (0,56 
连通 号 

例 4 S! 与 双 组 线 了 一 (人 (zy E Re+ yy 
不 同 胚 的 ，( 友 证 ) 车 存在 同 耳 映射 ,51> 了 W 61—070, 
OYO EERE, 但 81 一 {了 -1(9,0)) 连 通 ,而 Y 一 
i{0:0)! 不 连通 (参看 图 19) ,矛盾 。 


17700, 0) 


Gry ay 


2. 道路 连通 - 

定义 2 设 ( 瑟 ,r) 为 拓扑 空间 , р, 46 Х,Г= (1001) 
В!, ЖИЕН Т.Т Х О SO =p, 了 (1) =, MN f Bb X 
中 连接 了 与 4 的 一 条 道路 . 

如 全 对 于 义 的 任意 两 点 ,在 天 中 都 有 一 条 连接 它们 的 道路 ,就 
Жоха. 

例 5 Хен дота Е АВЫ >X, i 不 是 
&JEfODCX. ага ОБЕ g I> X, дзен g 
С=О). не /0) 和 了 (1) 能 两 条 不 同 的 首 
Ë. Blim: 

fiI>X=1, Ји), 


&I> X= 1, є(у=зш-у4 А 
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ER fg. B Р) = ЕСГ) =I, 

ЯБ iW ACR ЕЕ p. € А, BARRAR (1 一 已 2 十 
tq € А(О 1), ШЖ 4 为 R" зр. Вп, Е", ПНА Е 
子 向 量 空间 ，B" 中 的 开 ( 或 闭 ) 的 长 方 体 , R" BERAD 的 球体 ， 


R! 中 各 种 区 间 等 都 是 凸 集 ， 
ЭРЕ р. оС А, Ф fil >A, fa)=(1—Dp+iq4, 显然 了 
是 连结 了 和 《的 一 条 道路 , 因此 , 凸 集 4 是 道路 连通 的 。 


n+l 
mi 8" a= (ааа) Уа? |, р, 
i=l 


JER” p. т 所 在 的 2 维 平面 上 的 一 个 规范 正 交 基 = р, ex}， 
Wi]q—cos8.eíjsin0-¿e, 2 f I> 8", 
РО) = çost0-eíi-rsini0.e,, 
十 是 了 是 连接 了 与 4 的 一 条 道路 ,所 以 б" 是 道路 连通 的 (参看 图 
21), 
定理 5 НОНО ТАА А СХ г) ЕЗ АО. BITRE. 

”证 明 ( 反 证 ) 若非 连通 , 则 站 =4UB, А, B E X чех 
不 相交 的 开 集 . 取 a EA, DEB AA X ЖОЙ B EX ДО, X rh AEE 
а 与 的 一 条 道 落 f 1>=X,f00)=as€ A, 0) =5СВ, FË 

Ру DNAUB) = DNA DN NEB), 

‚ 58 • 


р ` 
чы "copia + sin Иб бу 
- Ф=®©6- e+ 80-6 


f(D AZ, РС) YB24, (FO) AA) ПОРСО ПВ) 
=КрАПВ)= 6. 
йр (了 是非 连通 的 , 另 一 方面 ,因为 1 是 连通 的 ,出 定理 4, РОЭ 
也 是 连通 的 ,这 就 推出 了 矛盾 ， 
反之 不 成 立 可 参看 例 8。 Ж 
Ж 由 定理 5 可知 例 1.3.6. 7 中 的 拓扑 空间 都 是 连通 的 。 
例 8 连通 的 拓扑 空间 不 必 是 道路 连通 的 . 


ва [е piy=sint, оса 2) ca, 
B=((00,y)|—1<y=<1)C Р, 
BR л-лув, л &(о, 2 вв, шават ажа 
的 ， 再 由 定理 8, 下 也 是 连通 的 。 
但 亏 不 是 道路 连通 的 。 事 实 上 , 设 ал, b€ B, fl> 是 


ЕЯ, б 8 700) =а, 701) =, 则 了 必 不 连续 ， 其 证 明 如 下 ， 
RIDE f(0=(s(D, yG) SR, A 


а= ЈО) ЄВ), 
HDR O<. H b Е fet „>, fa cB, FE 


lim (0) = 20) =lim z(#,) =lim 0=0, 
аза вз x+ 


+ 60 ， 


уб) =limy(t) = sin—— 


= кү 


т , 


BBB Hi, ж i> (200) 0) ВТ, О ДЕНЕДЕ (参看 图 22). 
ЕЗ А 


— — ee— 
Otih 1 


定理 8 H(X, OA, г) ЖЕКЕН [Н], Р. XY 是 连续 映 
H. 如 果 互 是 道路 连通 的 , 则 (OLERE OREA 
在 连续 映射 下 是 不 变 的 )， 

证 明 Wp, QC (X). Mira, b€ X, Ë H f(a) =p, 
了 (5)=g, 由 于是 道路 连 道 的 , W| r # E Pk АГ p IX, 
Ф(0) =а,р(1) =, 于 是 fopsT>f(X) ,Роф(0) = р, °ф(1) = 
就 是 了 (X) 中 连接 P 和 4 ORAR. ИЙЕТ /(Х) 是 道路 
连通 的 。 + 

3. 连通 分 支 А 

定义 3 3: 设 (X,z) 为 拓扑 空间 ,如 果 4 是 最 大 的 连通 子 集 ( 即 
4 既是 连通 的 ,并 且 又 不 是 五 的 另 一 连通 子 集 的 ATE), WEA 
为 的 一 个 连通 分 支 ， I 

АЛЕХНО, ПКА X 的 一 个 道路 


. êl» 


连通 分 支 

定理 7 拓扑 空 间 (X,7) 的 每 一 个 非 空 连通 子 集 Ff ЙЕ 
个 连通 分 支 中 。 天 的 每 个 连通 分 支 都 是 了 的 闭 集 ， 干 是 划分 成 
考 干 个 两 两 不 相交 的 连通 分 支 。 

证 明 设 C 是 包含 的 所 有 连通 子 集 的 侨 集 。 由 定理 2、C 
是 连通 的 .如果 妃 是 六 中 包含 0 的 连通 子 集 , ШОШ ҮШ 
连通 子 集 ,由 C 的 取 法 可 知 吕 CC ,所 以 D = 二 C 这 就 证 明了 CC 是 
一 个 连通 分 支 。 

XX 的 每 一 个 连通 分 支 C 是 连通 的 ,所 以 祖 据 定理 3, 它 在 六 中 
МЕ С 也 是 连通 的 。 由 C RRK tE H CCE, M CsE Ex 
的 闭 集 ， А 

BC EXPRES тее CEMA @ z 的 连通 子 集 
的 侠 集 )。 如 果 C. Яп C. AX RID EM 2 ЕШ С=С, UCh 也 
是 连通 的 . PEA C, 和 С, ЖН аш CC. =... 因此 ， 
X ЖЕНЕР НОШ нрава. H 

定理 8 РЕС, гар 1ДЕ Ра B 538 f E y Ag 
在 一 个 道路 连通 分 炎 中 .于 是 划分 为 车 下 个 两 所 不 相 光 的 道路 
Жш К. 

W j C.= (y хт ЖУ 的 道路 ГУШ C. 
ES z ТЕНЕ. 

‚ЇН plu) = f (ut 85 В ро) = 700) = {п pl) = f y 
一 条 道路 B SO ECOS), 
对 任何 y,zECr 设 了 是 连接 = 和 >y 的 着 路 :8 是 连接 + 和 < 


的 道路 ， 出 
faze, охак, 
R= 


gli, 4<, 
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是 0 中 连接 y 和 “的 一 条 道路 ， 

如 果 刀 是 包含 O, 的 道路 连通 子 集 , Me DD 中 任 一 点 都 有 
ДОННАН, HA DCC тя DD 一 C。， 这 就 证 明了 0 是 
一 个 道路 连通 分 支 。 

如 果 了 是 一 个 非 空 道路 连通 子 集 , 任 到 УСУ, 显然 了 CCy- 

最 后 ,如 果 Ca, 和 C0, 相交，z E05 由 Cs,, 则 对 任何 xECs,， 
z 与 4 有 道路 相连 接 , 所 以 rE Ce, CnCOs。 而 Cs 是 包含 Cs 
的 道路 连通 子 集 , 于 是 Cs 一 C:， 同 理 C. =б,, 这 就 证 明了 .C。， 
УС, 或者 不 相交 RERA., H 

例 9 (1°)! 上 有 理 点 (或 无 理 点 ) 所 组 成 的 子 拓扑 空间 吾 才 
{或 BE) 的 连通 分 支 和 道路 连通 分 淡 都 是 狐 点 集 , 是 Rl! 的 闭 集 但 
EFFE. O 

(2°) в ыш н) X= AUB, 只 有 一 个 连通 分 支 4U 
В, 担 道 路 连通 分 支 孝 有 两 个 , 即 4 和 于 A Ë A U B ft) ЭЁ 
子 集 但 非 亲子 集 , 而 站 是 闲 子 集 但 非 开 子 集 . 

4. R" 中 的 区 域 

定义 4 W ACR IE HEDI р. Є А, 必 存 在 一 条 4 中 的 
折线 ppp: pa 连接 了 和 4 GR, 存在 一 条 和 连接 P 和 4 
和 的 连续 曲线 ТШГЕН ЖЕ АНТЕ рр p). ША 
为 折线 连通 的 (显然 ,折线 连通 玉 道 路 连通 六 连通 ) , 

定理 9 ik OCR EFR. M 

(1°) G ERREEN) TAREAS) G 
足 连 通 的 . 

连通 (或 折线 连 道 或 道路 连通 ) 的 开 集 G 称 为 五 "中 的 开 区 
ж. ШСХК. 

证 明 (1°) 902°) ER. 

{2°)=›(3°) 下 定理 5 推出. 

(3 ) 字 (1°) G= iy EG pIE ey 的 折线 }. 
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类 似 于 定理 8 的 证 明 ( 只 须 将 “道路 连接 ” 改 为 “折线 连 楼 ”) 可 以 得 
到 8- 是 一 个 折线 连通 分 支 . 如 果 了 是 一 个 非 空 折线 连通 子 集 ， 
则 对 在 何 YE 了 ,有 了 CG,。 此 外 ,G: 和 G, 或 者 不 相交 ,或 者 重 
合 . 

不 难看 出 6; 是 R" 的 开 集 . 事实 上 ,对 任何 多 EC BTC 
是 开 集 ,存在 球形 邻 霹 UCp,e)CG, 而 对 任何 9EUV (p,e) 有 直线 
БОЕ ШЕР 和 和 4 ,所 以 有 折线 将 :和 4 相连 , 即 9EG。,U(p,8)CO 
《参看 图 23). 


如 果 0,0(2Є6),М6=6.0( |] o). BH osa 
Y€a-as 


示 为 两 个 非 空 不 相交 的 开 集 的 余 集 ， 这 与 @ ЖЕНУ. T 是 
G@,=@, 即 G 是 折线 连通 的 ， 


1. 征明 定义 工 下 面 的 注 。 
2。 证 明定 理 4 后面 的 注 。 
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3, ВОХ, ан, гхои ат, (у. AX HBE 
过 通 子 集 ,了 ,站 YG(a Ez), 则 Yn( U Y, Узана. 


4. 定理 3 中 的 “连通 ” 改 为 “道路 连通 ", 辣 论 是 否 还 成 立 ? 举 讽 说 明 . 

5. СХ, т) ЗМ, ж,уЄ Х, 和 如果 T {ЕЕ SSD ЯР, 1-Х, E 
100)у=х„/(1)=у,  г=-у,. 

ER, HAERA Ж) Е, 

(1°) z~x( 反 身 性 );《2°) z—y=yy—a R E) (3°) т-у, уха 
YA 区 (传递 性 )。 
”6。( 介 值 定理 ) 设 (XY,r) 为 连通 的 拓扑 谱 间 ,f: 开 > 五 是 连续 通 数 。 对 于 
В с ЄХ, ба) оа) ШЕНЕ ҖЫ &Є X EBE О) =o, 

1. WH R' ht; РЕА РЯ ТОР, В, {ЕЕ 
HARRES). 

8. EHA (1°) В*—{р}(#>1,рЄ R ERREA, 

(2°) R 中 的 有 至 点 全 体 Ry MRA Ф RX BERERA 

(8°) R"(n2>1)'BfI EB АНОН ӘЛ Ва ЗЕ рО. 
R"'(n2>1) 中 无 理 点 《至 少 有 一 个 坐标 是 无 理 数 ) БА Ве ENRE Ж 
的 . 

(4°) 设 AC R" 是 至 多 可 数 的 集合 , 则 B=" 一 和 {ww>1) БОЁ ЖЕШ 
的 ， 台 是 折线 连通 的 吗 ? 

9. 证 明 ， 拓 站 空间 人 七, 区 基 非 连 适 的 < 一 > 存在 一 个 达 续 BOM ХЕ, 
使 得 刀 瑟 ) 恰 是 中 上 两 个 不 同 的 值 ， 

10* асв" Ж, ПИБ барна. GE 道路 连通 的 
吗 ? 试 举 反 例 . 

it. {8р Х= А В ВЕУ КАНАТ 

12. 证 明 ; 如 果 . 玉 是 无 限 集合 ,而 7 ЕХ EHER, г Т, 空 间 的 
Bedi dh (t 5 习题 9), 则 ( 革 ,r) 是 连通 的 、 

13. (1°› 证 明 , 多 于 二 点 的 离散 拓扑 空间 是 非 达 通 的 。 

(2°) 高 区 拓扑 空间 的 道路 连通 分 支 和 过 通 分 支 是 什么 ? 

(8°) 证 明 ,平庸 拓扑 空间 是 韦 遂 的 ， 是 道路 连 才 的 吗 ? 

14. ФЕВ ОА ОХ, т) йо т ARR EDAR? EH 
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жп, 

15. ЖИН ЛАВЕ И thE” ШЕЙ 

(1°) P LE-A SE 7А. 

(2°) к' Ер A DETA, FEDE [в], Чез ИГ TE P IE k al is 09. 

(3°) P 5 R ВАЙ, 

(47) 5' 与 S° ERRER 

(5°)* Mëbius 4 (BES 4 习题 DBR E, y) ERIL HL 
APERM. 

16. ЕЛИ (17) 空 集 是 连通 的 ,是 道路 连通 的 ， 

(2)》 独 避 保 的 拓 提 空间 起 连 通 的 ,是 进 路 连通 的 

G°) X=4a,b.Chr= {Xita bhia ch ahh MERARI) 
连通 的 ， 是 道路 连通 的 四? 
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1. ХЕХ) 

定义 1 BOr Й], 如果 ХАИТ p 
Ж—Л Ж (68 uE TR), WR, DREFEN Х) 
AIRE. 

PPRA Ni ЯЕ Y 称 为 列 紧 的 ,如果 了 作为 子 拓 
太空 间 (7 ,rr) 是 列 紧 的 ( 即 了 的 每 一 无 限 子 集 有 一 聚 点 属于 
FY), 


定义 2 СХ.) дарена, sitar T X Ир -—Л ЯШ 
ж n УЛА АО (TD T 6 r, MRA, с) (R 拓扑 空间 
хуро аю. 

定理 1 ШЫХ, тА Ә (Х.г) ИЙ. Б 
之 不 成 立 . 

证 明 (KID EXPIAR, 画 存 在 站 的 无 限 子 集 A. 使 Ar = 
b, 于 是 44=4U4'=4 EBE, X-A RRE. ith h TEM 
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aCA, a EA =g ikti tE a MRU a) ER Ula) Nta) 
=p, TA (X—A,U(a)|a€ A} 是 对 的 一 个 开 覆 盖 , 但 显然 
ЖЕҢ ЕИ Ж. 这 与 是 紧 致 的 相 了 矛盾 。 反 之 不 成 立 可 参 乔 
#l 1, 

例 1 ЖЖЖ. 

设 X=—=(m[|n=1,2.3, +++}, т„=(В„={2в%—1,2%)[й:=1,2, 
3557). 容易 验证 zs 是 一 个 乓 扑 基 ,由 r* 诱 导出 拓扑 空间 ” _ 
(Хог). 

X RARI. 事实 上 ,对 每 个 自然 数 m, д 2 n JE hh zu SE 
42п—1)[у д, тї, 2 n-— 1 是 独 点 集 {2 2) ПЧ. PM X 9 
ЖААН TES 8 435. 

但 往 不 是 紧 致 的 ， 因 为 r. EX R) — 4 = НЕЛЯ Б.Т? 
水 包含 有 限 的 子 覆盖 . . 

定理 2 RARAP EAA r) 的 任 一 闲 子 全 了 是 紧 . 
оа ЕНУ), 

证 明 180-00, ПУ Єт,10.6т) 是 了 的 性 一 开 覆 盖 ， 因 
为 了 是 开 的 闲 子 集 , 开 一 了 是 开 集 ,所 以 = (G. X—Y y X É) 
ТЭР. 由 于 工 紧 致 , 必 有 一 个 有 限 的 子 发 盖 7 =C) 
Ж т =(G,(1Y|G CY) Е п ËJ HER Rin. 这 就 证 明了 工 
rR о. 

旁 虑 任 一 无 限 子 集 ACYCX, НХЯЩ, ##a C€ CX, 
划 aEZACF=Y( 在 X 中 的 闲 包 , 且 了 是 中 的 闭 集 )， 这 就 证 明 
ТҮУ. + 

注 REER (X r) 的 子 集 了 作为 子 拓 扑 空间 (了 ,rr) 
是 紧 致 的 ， 则 称 工 的 子 集 了 为 紧 致 的 .容易 证 明 , _ 

工 是 紧 致 的 后 注 对 于 了 的 在 工 中 的 每 个 开 覆 盖 n(Cr) 必 有 
一 个 有 限 的 子 覆盖 7《 留 作 习 题 )， 用 此 结论 重新 证 明定 理 2 中 的 
组 半 部 分 ( 留 作 习 题 )。 
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2。 度 量 空间 (X,p) 中 的 劝 革 和 紧 致 

设 (X,z) 为 (X :2) 所 诱导 的 拓扑 空间 ， 

定理 3 三 (或 (Xp))》 是 列 紧 的 后 > 并 中 的 每 个 点 列 必 有 收 
Ф. 

证 表 (9) 设 {zs} ХФК. МН 
Зра, =z(k=1,2,:--), БЇК Шш, =>. 如 果 它 无 完全 相同 的 


点 组 成 的 子 点 列 ， ШЇ (x,} 有 完全 不 同 的 点 所 组 成 的 一 个 子 点 列 
{у}. Зв, ERTE |) у} а, 再 从 人 3 E 
n=] 


理 6,{ys} 有 一 个 子 点 列 收 敏 于 ,当然 , 它 也 是 r) EAT а 
的 子 点 列 。 

(€) W ACXjJkE XR TE, 作 4 的 由 完全 不 同 的 点 
所 组 成 的 一 个 点 列 {zm]j。 由 于 《az。》 有 一 个 子 点 列 Су.) ШАСТ 


аєх. 根据 3 定理 6, 于 集 [ у.а, 于 是 4 也 以 a 
п=1 


为 聚 点 ，， Ж . 
定理 4 W(X,p) EIRE RZE, n=1G.,) ЖХ ЛЭР 
KE MEETER A= (n) (ЖОЕ n 的 一 个 Lebesque 数 ) 
RAER AR AC X HSER 
aaf? EKET 
вар{р(ж,у)|а,уЄ А}„ 24 A26. 
<A 9—1 GDA, Ga En. 
证 明 GUD 很 设 具有 上 述 性 质 的 4 不 存在 , 别 对 任何 自然 


бол, ЦЕ ACX, AAD, BIHER б.т, А, б„, EER 


a, EA n=l, 2,,. +), X ЖЖ, НАВ З, AA {os 有 一 个 于 
ДЭ а, MERAT a € X. IRT n ХЕРЕ E ЗЕ Ө Єз, 使 得 
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_4E0， 因为 G 是 开 集 , 所 以 d=p(a,X 一 0)>0. 

AIR BR т>, H an E (an) olaan) LFE, 
IHEM rC AnA 

рба,т)р(а,а) tolia a) < Ecin, 


所 以 An CG, К 5 AnG O OHE GE DHIA. + 

引 理 1 XMAN EE RRR, HTE z>0,X AE 
МАША X GJ F RS. HAYEN EX, H р(х, A)<e). 

证 明 (RE ETERA so>0, 工 无 e 网 ， 企 取 a G€ X, 
В taR Хе, Ша СХ, 使 p(91, a>, 设 
{aty an> ll ж.т! оба, а,)2286(1<#<ј<н). В 
Жаң, t G.) E X е 网 , 则 有 а ЄХ, 88 р(а,а,) >E 
(154 јҳн+1) ЗАМ p SRE Са ag ant) 
PJerho(a,a,)2>e (1<i<j).H 83 #13 Fak ET ЖЖЖ A. 
25 X КИП ЖЯ. + 

定理 5 设 (了 ,ao) 为 度量 空间 , 则 

ХЕХ 是 列 紧 的 . 

证 明 (=) . 由 定理 1 即 可 推出 。 

(E) т ХЕ, АО) RNE 7 iy Le- 


besaue 数 . 出 引 理 1, ХИ (ats a). TE, X= 
| 2 £, À 

u u[ aĝ). йж af оба, 2) а, ию 4, 存在 €, 
жй (а, 2) са в=1,2,--5, п), FEG GG) 


ВК п HARTA. + 
定理 B 1#(Х,о)5 ЖШ н]Ы]. 
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A Ë X ОРТ E> A Ж X BUH MB. 反之 不 成 立 。 

证 明 先 证 4 有 界 . GUDAR 4 无界, HIS ВСА, 使 得 
对 任何 bi,52EB, 有 Plb ba) >21. 883 例 3. B =g, 这 与 4 列 
ЖЫЯ Ж. ` 

再 证 4 ER. RA WACA, Raca (4 А'/=фС А 
时 ,4 显然 是 闭 集 ) ,从 83 定理 0, 4 一 {e} 中 存在 一 个 由 完全 不 局 


的 点 所 组 成 的 点 列 {zuj， lim zi=a。 FE ANEBY |] (zo 
sota peti 


DA a 为 唯一 的 聚 点 . 由 站 列 紧 ,aE4。  # 

m 2 АФЖ А 0D , 它 作为 一 个 度量 空间 ，4 
肖 身 是 一 个 有 有 界 闭 集 ,但 不 列 紧 . 

3. 紧 致 拓扑 空间 的 连续 映射 

定理 9 X, rA ERHIAN O, rAth, f 
XY 是 过 续 映 射 。 则 了 (X) 是 了 的 紧 致 子 集 ( 紧 致 性 是 韦 绪 映 
射 下 的 让 变性 质 ,当然 也 是 拓扑 性 质 )。 

证 明 f(X) 视 作 ( 了 ,72) 的 子 拓扑 空间 ， 显 然 f. Xf) 
也 是 连续 映射 ， 设 9={7 oe) 是 ГОХ) ЯЕ. 由 4 定理 
L ГР) ХЫ ЖЖ. BR SOV) X HARAR. 
因为 x RBO ССИ ГОН ЗЕ 

Va DESL әз), . 
EF SÍT) 一 Fe 所 以 
{Va k=l; n} 


是 ОХО ЗЕ TEn DARTERS. 这 就 证 明了 
TOOR Y HERP R. # 

例 3 容易 证 明 列 紧 性 是 拓扑 性 质 ， 但 是 , 列 紧 性 不 是 连续 
映射 下 的 不 变性 质 ， 举 反例 如 下 : 

设 (X, DAP 1 中 的 列 紧 拓 盾 空间 ,(Y, то) д B! 的 子 拓扑 
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AR, ЖШ Y={(r|a=1,2, J Фр, ХУУ, [(їп—1)= 
Р 2 二 n， 则 于 是 连续 映射 ,但 РО) = ЖЖ. 

引 理 2 (1°) СХ) Т, 空间 ， 则 

АЖ X ЖЕСТ Ж»А RX HAR. 

(2°) BORRA Taa. M 

4 是 开 的 紧 致 子 集 和 ->4 是 X 的 闭 集 . 

证 明 (1°) 对 任何 PE 有 一 和 4, 国 为 是 空间， 所 以 对 
任何 zE4， 看 在 p 的 邻 域 Lp，zx) о Ы Сл), EF 
О(р,х) У (т) =ф, В, (Ут) [САУ А Е Ху 
Е. А Г ПОВЕТЕ 3 Vl kst, ts 
nyA 


Up= Оо). 
k=) 


BRUE p RBB А СПУ (а) =p, KE 
асос (1 со) U Р Се). 


于 是 p€U(p)CX— ABI X —A 是 开 集 ,4 Е X ЙА. 
(2°) (2) шан, | “ 
(©) 由 定理 2, 紧 致 拓扑 空 词 X 的 闭 子 集 4 是 紧 致 的 ， 
+ - 
定理 8 RAKARE f Х-> R! BAER 
数 , 则 了 有 界 . 而 且 存在 ж,» € X, ВВ 
Íf(zi)=inf(f(a)|a € X) (Emys RME), 
f(a;)=sup(f(z)|r EX} 《因而 达到 景 大 什 ). 
证 明 由 定理 7, f(X) 是 В! 上 的 紧 致 子 集 , 再 由 定理 5 和 
6,J( X) R! 上 的 有 界 闭 集 ,所 以 了 有 界 、 而 且 存在 zz C X, 
使 得 
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Íf(ziy=inf(f(z)|z€ Xy=mintf(z)|z€ X, 
Í(a;)=sup(f(z)|#€ XYy=max(f(z)|z€ Xy, + 
ERI BOX, rt) 为 紧 致 拓扑 空间 ，( 了 ， rs) 是 了 。 Ж. F, 
XF RERA. BJ f 是 闭 映 射 ( 即 如 果 4C 开 是 闲 集 : 则 
了 (4)CT 也 是 闭 集 )， 
ШЙ 设 4CX ДЕ МИИ Ж, 由 定理 2, АХ УЖ ЖТ 
Ж. Шт, л) У os js, HERSE 2, 7(4) 是 了 
BAFE Ж 
例 4 定理 8 和 9 中 的 “ 紧 致 改 为 列 紧 ?, 结 论 不 成 立 。 
WEA ,7) 为 例 1 中 的 列 紧 拓 站 空间 . 
a°) Y=R', $ 


в, H n А, 
Папою алу, 
容易 看 出 了 连续 ,但 无 上 界 和 下 界 ,当然 达 不 到 最 大 慎 , 也 达 不 到 
最 小 值 ， 

(2°)Y =[0,1]. & 


f (2n—1)=.f ai 


BA f Ek. Of (X) AY =[0,1] 的 闭 子 集 。 

定理 10 设 (X,71) 为 紧 致 拓 提 空间 ,(Y,z;) Æ Ta 空间 ,了 
X> YERERE MS ERER. 

证 明 由 于 了 e-o DB Е.И FOX)=Y, LERRA С! 
Y-=X. АСХАТ, 由 定理 9, (GTA =A 
ARRAMA S ERRA АЛЕН ЖИМ. Ф 

ЖН ОХО) ОЬ ЯО KR AR, (Y ,ps) 
DERAN, Je KY 是 连续 映射 , 则 S ERER 
ЧЕЙ 620, {ЕЕ А>0, Эң о (27,27) LAR, BA pll, 
fr’))<e), 
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证 1 任何 se>0, 因为 了 是 连续 映射 , EM ze X, 存在 
3(z)>0, 当 3ED(zs6(z)) 时 ,ostf(zD，7(z))< 三 ,由 定理 
4,X ЖИЕ Ulol) lr EX) 有 一 个 Lebesque 数 4。 如 果 
pr(z0z)< 4 出 存在 EX 使 得 nz"EB(zy3(z))， 于 是 

‚© (F (y, а) <o (f(z!),f(z)) + ps f (к”),](а))< 
e 
z 

证 2 《 反 证 ) 着 了 非 一 致 连续 , 则 有 eo>0, 相应 的 4 不 存 
Ж.И А, H, а, ЄХ, р (zl, zD <, IB 
оаа) 1а) во СХ уот Я A TA EREA 
于 zo 的 了 点 列 ,为 方便 起 见 , 仍 记 为 {+ 分 ， 由 

0<р (23,25) < PER Ta) + р (ri) 


ё 
+=, 


< + pal, vo) 0l + о) 


可 知 л, БААР] ТЕ * 连续; MA (а) Со), f(z;)> 
Firo. TERREN, >N, 
ба оС), ва) о баа), f(z.)) 


ЖСР Сад), FOE) <a =a 
这 就 推出 了 于 盾 。 — #* 


8$7 习 m 


+， 证 明定 理 2 后 的 福 。 

2. 证 明定 理 3 中 的 充分 性 对 大 六 空 间 (X, т) зай, 但 必要 性 并 不 成 
Ў.И. 

3, ЖШТ Яр АС R RI) 

(1°) фй [ а,Ь), (а, 0), (а, Б], 9,0), (100, +00), [0, +оо), 


' < ?3 - 


Таа, fod, T, l. р 3 习题 第 二 题 中 的 Cantor 


(25) 天 中 的 P'=((e,0)|e€ R), KAPIP ry) | 
+у'<П1}.{(т,у) IEH SEA) 
4. (1°) UERS 1 习题 第 5 题 中 的 Hilbert Н ХЖ ЖУУ (Са, 


тэл, оса уд XE TE. 


(2°) EH X-I {ЕХ В. 
5. (19) ОХ, т) НН, KEARE, ШХАБ SS: 
的 。 
(2°) 拓扑 空间 (无 ,r) 的 紧 致 子 集 一 定 是 闭 集 吗 ? ШР. 
(8°) 证 明 (及 ,rF 遍 ) 的 任何 子 集 都 是 紧 臻 的， 如果 下 多 于 两 点 , 举 出 
хет ЖН ЖЕНИ ЖЛ Т. 
(4°) 82 f 6 ФАС т) ДЕ #Р ДЕ УЗА ут ЖЕ 8 A K ЖОЙ? 
(5°) ЁЗ 例 6 中 的 (于 ,rz) 是 列 紧 的 吗 ? 
6. ТЕНИ" Р ЖЕ ARIEN <=» Аа К^ ИЖ, 
《充分 性 采用 数学 分 析 中 的 Bolzano-Weierstrass 2884 和 Borel 定理 
的 两 种 证 明 方 法 .】 
7, (1°) 证 明 [9,1) 对 任何 e2>0, 有 < 网 ; 查 它 不 是 列 紧 的 。 
(2°) ЕЙ ЖНА АЛЕН ИЯГЕ ЕЛЕ ВЕРО m ОАТ: А. 77 
{з}. агау Н ет). 
8. УТЕ RA RA 0 — ХА РЯ 
RE” 
9. (1°) #(Х, PEAR E RA, 2 EXE, B 


n Р.=ф, WEEER ААР) [EHER АС X. Et UAA, Ж 


ЖАРАП Р», =, 
(2°) WZ XE КОР ДАВС (Р ФН Ж), — (P) ERR АВ, 
BC,C};, 试 求 (1”) 中 的 А=А(У). 
` hkz (6.2 ХАВ, G,=X-B0, б,=Х-СА}, ЖЕЗ 4 h 8 


«74 + 


АС). 
(8°) EO ) 中 ,证 明 ， 存 在 一 个 正 数 =a (2 y ЫХ к, 
至 少 存在 一 个 F.C 多 ,有 pla, Е), 
G) е (F... P НЕЛЕЕ ИСХ, обо Ж 
Ж, 证 明 存 在 一 个 正 数 o 一 og( 吕 )}， 具 有 以 下 性质 ， 如 果 下 的 子 守 4，d(A) 
Фо, Н ЛЖ F... F. M Pi Y OF, X$. 
40. E:r) 是 紧 致 拓扑 空间 全 >(X,r) е =(F.), 


П Fasa е Ееее.) 使 得 门 了 .= 由 


11. f R" 中 构造 开 子 尝 G Иб, 是 紧 致 的 , 且 


+ 
асбе, сб, сес, | J б,=в*, 


Кей 


12, БОХ, 000 AT, 空间 , 则 
(X,r)SS—>(X,r)PE, 
18. HEB] T, 拓扑 空间 ( 工 :z) 的 两 个 紧 致 子 集 的 交集 是 紧 致 的 。 
14. WOX.) 和 《srs) 为 折 扑 空间 。 证 明 : 积 拓扑 空间 Хх Х.Ж 
#<= X, 与 ;都 是 时 至 的 
15. СХ о) ЯНЕ ЕТЫ O ог) RAN, J, X> Y 是 连续 
BEF. ML (XE Y05659 ТК. (MEE 和 定理 5.7 BUR rik.) 
16, ЖКХ, о) ЕН, ВСЯ TR, НАПВ= 
ó, АЕ аб A.C В, Ф РСА, Ву=о(а, 5020. 
再 讨论 下 列 三 种 情形 ， 
(1°) 4 是 列 紧 子 集 ，B 是 闭 集 . 
G° ABB WE В" PHAR, 
зла R" ЧУН ТЖ. BER ШЫ, 
17. EAC R" туа, Я 
(者 gE A ged DotAE AŠ OLALI. 
(2°)л° ,4 RADR, 
ЖЖ AC BCA, ВЕРЧ ПД? 
18". G, 是 ЕЕ МИЙ k, o, 是 ВНИИ, G, nG, =, 
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证 明 必 存在 一 个 超 平面 r 将 G, 和 G, 严格 分 开 。 
19". GCR 是 开 区 域 (连通 开 集 )。 则 
G°) GADIR) 任何 PE9G( 边 界 点 集 )， 必 存在 局 郁 的 支 
持 趋 平面 z (HDE p КЛУЧ А, лП G =p") Е реде, 必 存 
在 整体 的 支持 超 平 面 ( 即 z, G =ф), 
20. AC R" ERR kO ВОНО). WLAPUETH ñi {кє 
в". 
21. НЕЯ Ж КЕК EN 
G°) R фй 6а,5) уга, БЈАЛА И, 
(2°) R" 与 8" ЖТ). 
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BE MEF Stokes 定理 


通过 在 球面 8z 上 建立 局 部 坐标 系 这 个 具体 例子 ， 我 们 引进 
微分 访 形 这 一 极其 重要 的 概念 ,然后 ,在 微分 流 形 的 每 一 点 处 定义 
切 向 量 , 切 空间 , 张 最 和 张 量 空间 ， 从 而 使 流 形 代数 化 . 

为 了 证 明 Stokes 定理 ,我 们 氢 述 了 外 微分 形式 、 外 微分 运算 、 
1 的 分 解 以 及 第 二 型 积分 ， 特 别 是 流 形 开 的 定向 和 0 的 诱导 定 
向 的 问题 , 它 是 Stokes 定理 的 一 个 不 可 缺少 的 重要 部 分 ， 

最 后 ,我 们 还 引进 了 Riemann 流 形 允 上 的 第 一 型 积分 ， 第 二 
型 积分 以 及 长 庆 , 而 积 和 体积 等 概念 ， 这 些 内 容 都 是 ” 维 Euclid 
空间 R" 中 相应 的 微 积 分 内 容 的 推广 . 


51 反 消 数 和 隐 函 数 定理 


1. 映射 的 Jacobi 式 
EX1 EUD 8" 中 的 开 集 ， wy FUR", F(a, es, 
wy a) EU Ci 为 第 ;个 华 标 )， 
К 


y"=F,(s!,-.. 2"), 
其 中 F, EU RART zt... a" ERRIN, 则 称 行列 式 


ду... ду 
А Ox! дх* 

у ү 
aet( 5)= ИИИИЙ 
ду". ду" 
ЕГА д" 


ЭЛЕЙ К jacobi 式 ， 有 时 也 记 为 
` +77. 


ayiee) ОС... 
ORTEGA CA a 
定理 1 设 下 如 定义 1 ФРЖ, УЛДЕ R" 中 的 开 集 ,映射 G， 
p>R",F(U)CT, 
Gayi ee y at Ys EV, 
[z 


#*®=б„(у!,+++,у*), 

其 中 G 在 了 中 有 关于 yt, 00, 的 连续 偏 导 数 , 则 
Dsl z") _ д(ш!,+++,я") . д(у!,+-+,у") 
De 

证 明 


t 2l r`. 
дә дзі даду „д1 ду 
Dri" Ө" > ду' Ох! > у дк" 
ае... =@йе@р| +++... каса жж жж аква аж 
да" да" п ao Bgl a » ogu 
Беи да" бу дг” ду 
дж! дг (Š ду BaT утаат 


даі да! ду! ду! 
ду! ду" 9х! дк" 
=detl eea det. ， 非 
дг" да" ду". ду" 
ду! ду" дж! дз” 


推论 1 Ф гз (11,0609), MI 


д(ж!,---.а“у, душу 


бу, yr) eh el 
д(у!,-++,у"*) 
CERERE) х, 
2. 可 微 映射 


定义 2 RUE В" ЛЮ, Wh FURE EUR ~ 

为 可 微分 的 ,如 果 存 在 nxm Н А = (a;,;) ERNE: 
F(z)—F(za) = А+(ж— ко) + ho, z) 
及 ` 
Hm KD Geheel = maeri О) 

песо Та] Iim 

定理 2 (1°) (HERIR Е{Е zo ANF, 在 zo 
有 关于 rhea” [О Ф.Н. 


ôF, ÔF, 
ðr! дұ" 

| 《 简 记 为 DF (x0)); 
ÔF, ДР, 


дж! Ок" SPS 


(2°) (充分 条 件 ) а DEU НЕЕ, 且 在 sE, MF 


在 20 а], 
证 明 (1°) 由 人 (1) 式 得 到 


Р(х) Е.а) = J anlata) + h.(ra,z), 


‘=t 
w 
ар, 
t) = 
zz (zo) 
— иш абаа TE асса ritti... лї) 
了 z'— ë 
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Макыш А [ a. h (za ®)] 
mie АД ein ЛЫП 
一 h (aa z) _ 
=a lin а 


a k 
Р(в)— F (e) (SEs) ава) + воа), 
由 单 变 量 的 中 值 定理 ， 


Е,(х) Р, (ға) = OLE Geh ery т? тет) 
= Еа} es hh афа] 


=> Эа, а ВН сс ат) (e? ei) 


sel 

TT (ө) tau Ја) Gil <a, 
ӘР, „ом 

因为 57 在 z Ж ИШ Ит aumt EREN T 


ICON SE [P(z)—F(z0)1— (2E (a): (2—40) 
[а zil [а 20 


= (Zi): (z —zmo) 
1z 一 zol 


Ee 
=—xol 


一 (ai T 


一 0( 当 |z 一 zol0)， 
因此 ,下 在 z Ti. # 
з. Fm aba тЫ ER 
定理 3( 反 函数 定理 ) RUE R" 中 的 开 集 ,映射 FUR 
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是 0"(r>3809 (HHE т ЕВНА ВО Атап SEa) =n, 
PEU, 划 卫 是 一 个 Cr НТО, 它 将 s6 的 一 个 领域 映 
成 (x0) 的 一 个 邻 域 ， 
А . дЕ, 
证 明 我 们 可 以 假定 s50, F (0—0) _ =1 M 
作 一 线性 变换 ， 不 影响 定理 的 证 明 }。 选取 充分 小 ， 使 得 方 体 
Сма) = (а |а [така <) CU, ВУ 260" (о) №. 
de (Ра) (28а) ponam | Eaa] 
1 дЕ, 
«(ня н(20)- r =). 
如 果 我 们 令 G(z) = F (z) 一; 则 当 zi, zsE0"(a) 时 ,利用 中 
值 定理 有 
Пее) (az) | =max | ©, (баң) =G) |) 


Lian 


smar [ESE a] 


да, |} ipi 
<" max [| rE !}- max 1 
1 1 
<. за! i lai ml, 


此 外 ， 还 有 . 
ЕС) ЕС) |= | (ал) —G(z;) + zi—2,|2-|zi—z;|— 


18021) 90а) lls rl = 


Ф Cr" ЖЮ REF DHE z ВИ УСО, IE F (EF Uzay МИЙ, В 
FP VoF FO 1.F(Vy—V ЩА C' 映射 


+81 。 


(19) ay E C( F) ЕҢ тє Оча), ВИ (=) 


=y, 
为 此 ， 设 
oa 一 gz yay ela)  (Ё=б,1, +). 
容易 看 出 


Ваа 116 ва) Съ 1 аа аа 


1 
ЗЕ 1.51 = еті y | 


1 
ws 
Па | freols fer gral аьа 


Saral +++, Па ао 


ч(эт+өш + +]уй<у1<-@= а, 
[za rs |< |z, жу, 1] +++ [жд — nl 
(ат) 
-去 (于 rs 
于 是 zrE0%a) 及 {zs} 是 Cauchy ЖІ, W lim у= т, ДЕ ЕЁ 


”第 二 式 中 令 b > + co, 7 


lsl<2lyl<e 
Wiz С"(0), B 
rz=y—G(s)==y—[F(z)—z#]=y—F(ze)+ z, 
F(r)=y, 
这 就 证 明了 > 的 存在 性 ， 


FURE. Яп, aE O"(a), ВВ P(z)= P (z) 则 由 
Ф100) 02) 二 lz 一 st 
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推出 sz 一 < 人 
eo маз Tg Ет, 0" (9) Са) 是 存在 的 。 另 -- 方 
Ri 从 
Ви Се) РС реа 


= рву) Ру) 


ар F 是 连续 的 (了 EER), 
ЕЖ, 


с^ (FERH rO FERE oranr-(e (Z))- 
ж ro e(2)je oo 全) 在 下 的 造 象 ， 因 为 了 连续 ， 所 以 


ra (er ( 扣 )) 是 开 集 ,从 而 OX) (e (全 )) 也 是 开 集 ,这 
就 证 明了 


расча [er (SF))0" (z) 


СОЯН Ж 0 的 一 个 邻 域 映 成 (0) 0 的 一 个 
MR. 

(3°) 可 以 证 明 "1 是 可 微 的 . 

由 于 了 是 0'(? 之 1) 的 ， 根据 定理 2(2")， 卫 在 任意 点 жє 


о„азпуу-(с* (FeR n 
pe Fa) (BE) овоа), 


мао н шя, 


Jim 
к-аїэв 2—41 
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econr(e (9), 
(9260) 7 (02е one, mI 

(бекер) (F(z)—F(z))= (в) 
TEUD h(i T), 


ы 
(Ек) уор YD, 


Жр (уу) = (Жер) +), BU 


ПЕВ 


а-а | 
ly— yl 


<2, 


所 以 


нт (yuy) 
zm ТУ yd 


(Eke) "СР уџ), FY) 
=lim 
кен Туут 


дЕ, i u Anr) |а—х, 
= (lm tit) = 
(шею) ра. р-а. 


这 就 证 明了 在 у, 是 可 微 的 .根据 定理 2(1°) 可 以 推出 Рт! 
# y 有 关于 yl, y" 的 偏 导数 ， 且 


(县 (和 co 


(4°) 最 后 ， 用 归纳 法 证 明 КО! R C" 的 ， 
映射 、 ~= 
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узр) m(n) o 


ду? 
=(рВ(х))-! 
可 以 由 以 下 映射 的 复 会 而 得 到 ， 
(3) ctay BaL, R р, в), 
N z 
D 


其 中 G L(n , В) жахах n WIEREEK Ж, 根据 (2°), F 
Ж 0 的 ( 即 是 连续 的 )。 此 外 ,显然 DF R O J, E PEREA 
对 应 的 上 映射 是 0” 的 ( 即 有 各 阶 连续 偏 导 数 ), 所 以 D(F 1) д QQ 
的 , 即 P СВ. FT СХД (15 А сг —1), 则 同 理 可 推 
B DPT) Ot hy, BH F! Ср, ЭКЕ Т P 是 C7 
№. + 

定理 AREARE roy) EUCR”x R" U 为 开 集 - 
fU R С Ид), (ж, ув) =0, 


д({з nf) 
Ө(у!, ут) сз» 


ТЕЛЕЕ Й СТВАР а U (z a) > RORE U (zo) т йу КБ 
域 ) ,使 得 а(х)=у, (ту) = уо, B. 
f(x,gCr))=0, rÇU(z). 
证 明 EX FUR" A 
F(z,y)=(z!,--.,.z",fi(2,y), t Say) 


#0, 


显然 


r ду сөз 


І 0 
бек Р(=,у) азобе | of а) 


(fo) 
д(у!,*+,у") 


0, 
(sos) 
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БЕ, (о, уо ВГА АВВ ©. 
如 果 了 (x ,g(xw)) 一 0; 则 必须 有 
F(z i g(z))=(r,f(z,g(z)))=(z,0), 

(HBH = 06Р, (4)) = 6608,0), 
є(ш}=к°@(®,0) (л. В" х R'> В" 为 投影 ). 
B-P RA gD = mo G(z,0), BREE C 的 , 且 

Crsgle))= (m,moQ(s,0))= G(z,0), 
(z,Í(m,g(z)))=F(r,g(s))=F$G(r,0)=(s,0), 
f(z,g(z))=0. 
再 出 
F(zosya) = (а, f (zu y9))= (ту›0) 
= (д) [ (ж, g(£0)))= F (zo g(za)) 
推出 
(хуу) =G- F (луу) =GeoF (ma g(z#4))= (zo; g(zo)), 
Yo= g(2); 
所 以 g(z)==eG(z,0) ЗЕЙ ЕКШЕ СШ. + 
推论 2 WUER” ФК, f UR" & С' ROS 
1, [(0)=б,гавщ(5/;) =л(т+їи), МЕЕ O б 
ЕЕ gH А" p 0 До ДНЕ 3 ER E z(0)=0 及 
#*[(«!,-+-,х")=(а1,4+-,ш",0,+--,0), 
证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 


9 ,fn) 
qal, epa) 


%0; 


0 


ЖУ Р.О xR" "> R" 为 КА | 
Е (ауа) f alpea) (0, 00у уд”), 


M) (0)=0, R. 


. 36» 


OF F.) д} a 0 ү Of f.) 
джут) |90920)" )= Ioana O 


根据 定理 3, 存 在 F 的 局 部 道 映射 g CE Cr 的 微分 同 胚 , 净 p" 
中 必 的 一 个 邻 域 映 成 另 一 个 邻 域 , 使 得 g(0)=0 及 
є°}(ж«!,-+з,а”)=@ (К(х!,--+,®",ф,-+-,0)) 
= (rtp yg" ‚0,5 ,0). + 
{ 可 参看 图 24) 


图 24 


推论 8 UE R PRIER S U> R" E C HRA (т> 
1), f(0)=0, тапка) птн) РЕ СОНА RE 
А, R” ih 0 DRRR о AR BES 00) 0А. 
Деһб(а!, с st) =at, а^) 


证 明 因为 mank (27) = 不 尖 一 般 人 性 ,可 以 假定 


СТ) 


Alytes y") > 


o 


我 们 定义 p U R" Ж) . 
Руту) = (Абу), е, fa(y).ytie. y"), 
Ш F(0)=0,J==z=sP(m F” R" ЖЕ), E. 


AFi Fn) 


01-0) ПОЕ! 
= £ = лух уЈЬ 
Әбу, оу") | “( | = 


буту" 


Э 3 FE F KARERA h EE C 的 微分 同 胚 , 将 R” 
中 0 的 一 个 分 域 映 成 另 一 个 邻 域 ,使 得 h(0) 二 0 及 
Fohla', ert a" )=no Рот," алба, 00,2") 


= (a, ә"), + 


(可 参看 图 25) 


扒 论 4 UE вея f USR E СКТ), 
109—0, nk (8 уу) = су Єй ст, л), ШЕЕ О' ttt 


ВАА 和 ,它们 分 别 将 "和 R" BJ 0 д ЧУЙНЕ 0 a 
一 个 邻 域 ,使 得 5(0)=0,g(0) =0 及 
gofoh(a!, eee, a" у= (ж!,++,,ж!,),5,* 0), 
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证 明 不 类 一 般 性 ,不妨 设 


URERA 
D yY 107 


(lpi, aT) Pyy 
=f o (yy yt.s ss y") 


Е(0)=0, 
Әј. 2h 
ду! Oy 
ap Р.)! 
人 一 二 一 一 | еї 
Q(yl, se y") |, gi БЕ 91. 
b 0 1 


ӨС) | 
53y, бу) ak 


由 定理 3, ЖЕНЫ Ар R” hO 的 一 个 连通 邻 域 可 I 
CURRO йя 8, H. 
21,0 )= fehl) 
=(Feh(z), r fie hle), Ғалат) Ü fase h(z)) 
=(fayy fv) Ратова) осона) 
аі уш, fre hs) fas h(z)) 
因为 


ma (30 J=, 
斯 以 
了 в 
дш" vs 
TË z ЈАС) Е аео, 的 函数 , 记 为 
. 89 + 


£ 


2 = fa hw) = f rr) (ў=1,++,з—1). 


Са, оез, a) = (шт, u") 
= (ulee pul абш ент) fluye) 
+00, 50,01,6604"), 
6(0)=0, 
人 (1 ущ! ,0 ++ .0)=foh(ul,... u") (2) 


r o 
一 det =1x0, 
° * F А 


Ссл, Ga) 
д(и!,+-+,,и") 


根据 定理 3 ОНАН g ЖЕЕ" 中 0 的 一 个 邻 域 胸 成 0 
л й, FA) 式 得 到 


< 30 ` 


gofoh(wl, ст) g GCE, ets, 0,+*+,0) 
一 (4 20... 0). Ж 
(参看 图 26 ) 


#§1 习 в 
1. 设 口 是 R" hF, V 是 R" 中 的 开 集 ， Р, >Н", G, V> 
К°, F(U)CV, 
FP(z!, see, ту (ут s, y" 
GO без yG, оу 27), 


人 с, а"), {т з y" 
y'= F, (z', ++, т”), zad, (y "ss ЫН 

其 中 P. f U hr z, e ж" HERRIE, Q. 在 了 中 有 关于 y 
… y MERGE 


称 
far, а 
IEE Снн Фа) - 
рез зз: ҖИМ 下 在 тй lacobi SENE, 
ГА дЕ, 
Argae Pate) 
证 明 


D(G-F)(z,) = DG) DE (r), у= Ра). 
2. Ж F. (a, b)=R' 8 C'(r221) ЕЙР, H. F (z)20, хє(а,Ь), 
МЕНЕ БОН F ', H P fa ЕС! 都 是 严格 单调 的 ， 吾 ”也 是 0" 的 映 
射 ， 且 


уу) ру» 
Ж у= Р), те Еу). 
3. ЖЖЖЖ ЕНИН w=e h. Ф 
w=u+iv, э=т+1у 
FE 


. 91 + 


ytiv=e"t = e"cosy + ie sin y, 
paeen 
u=e'sinys 
ет F, в, 
(и,ә) =P(z,y)=(e*eos уз esin у)» 


(1°) 五 的 值 威 是 什么 ? 


(29) 证 明 0, (ау), 


BE, РЕ BR! 的 任 一 点 有 Сео ЖИБИНИН, IE p ЖЖ 整体 一 一 的 《因而 
ЖЕМ). 
(3°) блг, y=y EF TOREA 


чэй 2-0,5), ro È, T) Фо жж t a 


Фл РВ, ЕН ӨС) = р, Ж G 的 明显 表达 式 。 
4. WU R R" 中 的 开 集 ,V ЖОЕ" 中 的 开 集 ， 
FU>R" ,GV >R, F(U)CYV, 
如 果 中 在 点 z,€U WR R. G fE P(z,)8eV 可 微 , 则 映射 
GFIU>R? 
Ж =. Г, ТАК 
DGF Yla) = Рау) DF (зь), у= Еб). 
Б. (1°) Ж (2) =2°, RRE r=} у, F'(0)=0, F ЕС) 
二 0 不 可 微 (好 不 可 导 )。 
(2°) Ж p, U PCU)É rk, det DF (x) =0GE U MFU) 
MER PHR), FORE, MF {Б у,= РС) АГ, 
6. (1°) РСА" 是 开 集 , Р.07-- 8" &С' (77221), Н det DP(z) 
жо, 297. MEM F(U)CR* ETER, 
(2°) 在 (1?) th, ШЖ F 8-Р, ПЕЙ, Fu F(U)> U Cr 
的 ， 
т. W FRR, 


- 392 。 


F= EE in L, zs, 
0, w=0» 
ЙЕ], Р'(0)-#0, РОУ 0 RER, Н. FEO НЕ. 
8. RARR ЕПА ТТ ж Ж НЕЕ ERR Т): 
a°) F(z,y)=0, y=y(z), 
A: 


ЕЕ P РА RR 


Е 
(2°) Flet, eea", у)= 0, y=y(x', +++, т"), 


9. (1°) ЯВИВСЯ Г.М, азл «ас 
各 分 学 教程 > 第 一 着 第 一 分册 第 六 竟 )。 

OO яаана. 

10. E F. = ЕО ИН. ED: PRE 

(提示 : 令 Ов) =(P(z,y),y)), 

推广 这 结果 到 P, деа ту, 

11. 设 [6,51~R" ЖОЕ НЫН Р (а,Ь) 中 是 可 微 的 。 则 存在 
se Lab)， EROF) Аар РР (L | 为 向 量 空间 通常 


. 93 - 


ЮЖ). 

(ER: 令 oT OFI РО), а) 

12. ЖОСА" ЖЖ, F, UR" ау). НА М 
使 得 


IDF(z)| = 工作 EM,#ED, 


ay 
IFO- FEM al, аєй, bEU, 
(提示 , 令 g) =F ktb- а), 0841) 
13*. KAR EEH Fr 
设 DF), ER A Eta 
244 | =1 《4 124D, 
由 DP {Ё xz, ЖЕЙ, ЛЕЛ r, rh bf JER U(r.)CU, 满足 


IDF A|CCA.rz EU (E, 
对 于 任何 yC R*, REX 
g@(z)=z- A (y—F(z)), EU. 
《1 ) К(ку)=у&—зр\ту=а, M r o ЮЛ. 
2°) [g (ae (xa) <hen ma VEU (т). 
GY p E U(z) h E HARAN {ДИЙ F {Е ОС) &——, 
(4°) К=Е(Б(х,))&%Ж. 
(5°) кб, FoU 0,052 РВИ, И B O' fb. 
М.Ж. 设 AC RR*， 如 果 对 任何 8>0， 在 在 可 数 个 方 体 
„ба r)={rE Rr -riri j=l, с, nb, 
4 二 1,2，,… ,使 得 


AC U CEREAN 


县 总 体积 
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Evol (а, zi) = Ў (27е vol Ó (лк) RR Caor) Be 


BD, ПА ЖШ. іс) measA= 0. 

设 UCR" ERR, P, U> RCH, WR ACU ЖЕМЕ, M 
PCA) BE AE, 

15. ОСЕ" EJE, Р, U—R"(mCn)Ë С! By, W) РОО) 18 
Ж, 

16. 征明 ， 零 测 集 的 任何 子 集 是 零 测 集 ， 可 数 集 合 是 零 测 集 ， 可 数 集 
合 的 闲 包 是 零 油 集 吗 ? 

17. EA: 有限 个 或 可 数 个 零 油 集 的 并 是 零 测 集 ， 

18, 题 14 中 夫 测 集 的 定义 等 价 于 ; 对 任何 >0, {ЕЕ ЗГ АЗЕ 

[Brr ) = (z€ А" ек|), 4=1,2, е, 

使 得 


Ac |] вет, 
ШӘ 
> vol Bizit <, 


19. ТА 中 零 测 集 的 定义 等 价 于 对 任何 a>0， 存在 可 数 个 开 集 Un 
i 二 1,2,……， 使 得 


ac Uo, 
LEEB 
Уза, е, 


20. EE 14 Е, 如果“ 可 数 " 改 为 < 有 限 ”， HAHELEE SI 
举例 说 明 ， - 


695. 


52 ЖЭЕМ, 2) 
1 .微分 流 形 (M2) 


1. 问题 的 提出 

在 平面 R° 上 可 以 引进 一 个 整体 坐标 系 ， 使 得 R° 上 的 点 P 
与 坐标 (z,y) 一 一 对 应 ， 且 点 列 P, >P с> (P,) >s (P). 
yP >y CP), 

AMARE, 能 否 在 球 商 5° 上 引进 一 个 类 似 于 上 述 性 质 
的 整体 坐标 系 呢 ? 回答 是 否定 的 。 因 为 如 果 这 种 坐标 系 存在 ， M 
球面 S° 辣 是 于 平面 R°. 但 6° вру, PERR, ЗЕ 
产生 了 了 矛盾 

利用 Brouwer Вр Л Е С УСА" HHE, F: U> 
F(U)C R" ВАГ, MUJ F(U)4b R UFR) 其 至 S: 也 
不 能 和 平面 B° 的 一 个 子 集 同 胚 ， 因 此 ， 也 不 存在 R 的 一 个 开 
集 如 中 的 学 标 (x*,y) 与 S° 的 点 P 之 闻 的 一 一 对 应 ， 使 得 满足 上 
述 收 化 点 列 的 性 质 ， 

于 是 ,我 们 不 得 不 降低 要 求 ,将 5° 分 成 两 部 分 S 和 S. EE 
们 的 每 一 部 分 与 B? 中 的 某 个 开 集 司 胀 , 且 坐 标 系 满足 上 述 性 质 . 
这 样 的 坐标 系 是 否 存在 昵 ? 回答 是 肯定 的 . 

例如 ， 记 

&2=((s,y,z)|#2 +у2+22=а°,а2>0), 

61=4(2,у,2)652>-а}, 

8={(2,у,2)682<а}, 

ВЕН С 0,—a), 59 ÉE 8 P(e, у, з) ШЙ 
Ж г-у FETO, v0) и, 0) S, ERRETA P НЕ pa. Ж 
ОД Ар, ЗЕЕ (0,0,9) 与 S, 上 的 任意 一 点 已 (z,y,z) 连接 的 直线 
交 w-y 平 向 于 (如,5,0) AEC, DEA S: EIET PH ik G 
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ЖЕ 27). 
4 (и,гу==1(ж, у), 


БИЛЕТИН | 
8 булу? t , 
i= а 
сата’ 
Cl 
a 
vly= g 
upp ty) aae) aae) 
(а+2)? (a +z)? a+ z 
2а 
=a? 一 
а 1+722.), (1) 
这 里 
асау 
再 由 (1) 式 得 到 
2 aš 1_а@а+»5_ 2а? 
oT Ta NTT 


-g> 


_ а(а%—и?%—%?)у 
二 二 上 


v=" 2 аи 
Са wita’? 
-2 PE 
ут aT s 


类 似 地 ， 也 有 


(м2 +0) _ 
РЕ 


显然 在 SNS hT, 5 是 4,v Се 函数 ОПАЖА 


р = 


«98 • 


偏 导 数 )， 反 之 ,wv WE н, ЮС" А. 

球面 S* 上 的 开 集 SoS: 及 鞭 相 应 的 局 部 举 标 系 (0), (T, 
5) 构 成 S? 上 的 “C” 流 形 构造 >。 关于 微分 流 形 的 严格 定义 就 不 难 
给 出 了 

2. e HEM, 2?) 

定义 1 OM .r)2E T Н, MRKA 

Ф={(б„,ф„) (Ua МЭТ, Фа Јар (Оа) (ВУР 
ЗЕВАР ОЮҢАР) У 
WER: 


G UU. u. 


(2°) ЖЕ, E (UPa) (U, 0) Є 17, U еф, Ш p ° 
еу! С" 类 的 (当然 we*g7! 也 是 С' 类 的 ). 

G°) 最 大 性 , 集合 乡 关 于 (2") 是 其 大 的 ， 那 就 是 ,如 果 书 是 
MARE mU >o DRRAKE рО) Е: P" HRA B (U e) 52 
中 的 任何 Ca p) 相 容 , 则 必 有 (Up)E 多 。 它 也 等 价 于 , 和 如果 
{UV ,9)E 多 , 则 (UV ,gp) 与 多 中 某 个 (DV。,ps) 不 相 容 。 

则 我 们 称 (对 ,多 ) 为 a 绒 C" 流 形 ,为 0。 上 的 局 部 毕 标 票 ， 
UU 为 go ВЗР ИЕ, ЇЖф„(р)=(х!(р),---,д°"(р)),рЄШ„,з!, 

зело, LAKAR. 有 时 ,我们 也 将 {z9 一 {zl 
£ PARERA. 

HFPEM, АЖО рдЄ ®, PEU., МКС, оа) Р 
的 一 个 局 部 坐标 系 . 

т==@ раст 是 С 类 的 ( 即 是 连续 的 ) ，Cs 流 形 也 称 为 aby 
流 形 . 

r2>1, (M, DYRA С' 微分 流 形 , 儿 称 为 C" 类 微分 构造 。 

二 %,gpse97! 是 0” 类 的 ( 即 有 各 阶 连续 的 偏 导数 ), (M 2) 


‚ 99» 


称 为 C” 微分 流 形 . 
тео, фор! 是 Со 类 的 ( 即 实 解析 的 一 一 函数 在 每 点 的 一 
个 令 域 由 可 以 展开 成 收 敏 的 咎 级 数 )，( M ,多 ) 称 为 实 解 新 流 形 . 
注 Зп ral, (Uep), {x} RUU pay, fy 是 了 点 的 两 
个 局 部 坐标 系 ; 则 
#(у!.-+-,у*) OF is. y") Olt, a") 


1 yy drt) Ө(у,---,у*)” 
By y) 
Эб ry 0 (Е PaE NDUR), 
Birl,- r А 
0 中) 
(参看 图 28) 
А ЕЩ 
Е ст. 
x 
{e} ГАС 


Pa (Ua) 
图 28 


定理 1 (1) W22'=1(U,,o.)1 Ж ЕХ PARE)» 
《2"), 则 它 唯 一 确定 了 一 个 C7 类 的 微分 构造 =U p) AET 
(Uap) ED ,офх! H pagt E C 的 }. (2)1 2; 10-22 А 
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зА (3 а 和 乡 ; 中 的 元 素 估 此 相 容 的 ， 
所 它们 所 确定 的 油分 构造 是 相同 的 , 即 2, = 2,. 

арф (1) 由 PCZ, A 多 ҖӘ ЖК. 

ЖО, ф),(У,ФУС Ф.Н p golep). Cpap !)Ж С" 
PUU ра) EDIEN 2 MERED 

设 (Ug) 与 多 中 的 任 -元 素 相 容 ,由 于 多 /CC 多 ,所 以 (Usg)》 
与 9 中 的 任 -- 元 素 相 容 ，(71,p) E 多 。 这 谣 证 明了 满足 条件 
(3°). 

(2) 设 2Í 是 由 2' ВАЕ ЕРЕ (11,2), (U,e)€ 
多 人 对 任何 (V ,9)E 2;, ВЕ psg tre (роф olp) Myo 
ф^!=(#эфу!)°(р„еф-1)Ж Cr H (Uap) EPD, RAU o) € 
Pa, PCP, тър 2,C2,. ЕТ 2 =, + 

此 定理 告诉 我 们 要 构造 … 个 C” ЖЕЛИ. АЯНА И 
条 件 (1°), (2°) 的 2 即 可 ， 我 们 称 P 为 微分 构造 2 的 一 个 
基 ， 

fll iMu= Ri ={(R", 1) Z, Ru R*, 1(р) =р,вЄ 
В"), ШИН 多 和 确定 了 一 个 道 常 的 ЕС" ИСЕ, 2) (实际 
E2 也 确定 了 一 个 实 解析 流 形 ). - 

m 2 HM, P) EC .U Жи. 2 000.5.) 


A 

B={UNU pa) UNUA, Ua pa) EP), 
BARU, 2 WEA C RE, 

йз м=р, 

BI={(R DT R’ >R ,и = 1(ж)у=хт,® GR, 

а= СВТ) |е. R'> R ,p=pls)= 2,2 € Ё!}, 
WE ERER С” R ВЕЛЕ АН, A2, ж 
+, 


ipi» 


L 
u=] sp! {v)=v 


在 2=0 Жа, 
ВАЕ, (RADR 2DE BR! 上 的 两 个 不 同 的 1 维 0" 流 
形 {参看 图 29). ` 


ma М=<5', - 
U =S (ey, gu i>(0,2 z)C R!, 
etp (e'*)=0 (0<0<2 z). 
Us=Bl—{e™},  фаШу»(л,3п)СВ!, | 
ei"—gp(e")=n (z=<n<3 л). 
在 UNU: е" =e , 则 
9127, 0<0<x, 
8 , =<8<2=. 


BA n Ж С" С, 0 ШЕ) С”, 所以， 由 P= U 
g) ,C00292)} 确 定 了 一 个 1 # 0° 流 形 (312)( 参 看 图 30). 
例 5 在 本 节 开 始 提 出 的 例子 中 ， 设 
Ф1:619ф1661) = R°, 
PLT уд) = (и.в), 


7—8 +28т 一 f 


` 
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图 з 
аг 
u= , 
| а +2 
а 
L=. 
= atz 


Фа, 553-1092) = R°, 
palsy) = (9,8), 


ü= 
a—z ° 

" Gy 

s= — 
а—2* 图 3⁄1 

由 于 

s= а?ц u= eu 
шу?" 和 KTN 

5= az s= a? 
uito?’ uitg 


ЖС, WAP SiS p) Orp E f —4- 2 # O" Е 
+ 103 * 


(81,1). 
TERNAN M = СТИВ КЕ 3k. W 
Оре {(є,у,а)|х% +y? + а= а 2720), 
іэ (UH =y) y +a) CR, 
pis,y, 2 = (у,2), 
U= { (x,y,z) |£? +y? ttma, y >), 

ФК (ШО) ={(ж,е)|ж?+4%<а%}С_ В?, 
Ф1(х,у,в)= (2,2), 
Шүз={(ж,у,а)|т?+у?%+ 2 0,2>0}, 

Фі ра) = (зу) [22+ усас R, 
PILY R= (m,y), 

类 似 地 可 以 定义 (CTeT) Up) „(Оз орз) (HRH 31). 
容易 验证 ' 
B={(Ui pi U pr) (р), 
27р), Uzer) (U3,93)} 
满足 定义 1 中 的 条 件 (1°),(2")。 因 此 它 确定 了 一 个 2 0° 流 形 
05°). 
(812, 2, =%4) 
例 6 М=рР? (2 维 实 射影 平面 ) ,类 但 于 例 5( 参 看 图 32). 
P= (U pi) Срд) СЕ рз) 
确定 了 一 个 2 ERED), 
例 7 M-—((z.y)|(z2+ у1)2= 202—1) ( 双 纽 线 ) 作 为 R? 的 
子 拓 扯 空间 不 是 1 ЖШ. 
(БЕД) ЖМ 1 维 流 形 ， 则 存在 含 O (0,0) 点 的 一 个 开 集 
U RARAN 
ө: (а,Ь) Н!, gO) оЄа). 
ap фр:7—{(О)}->={(@,в)\) bE ERRA, {Н 07—00) 
有 四 个 道路 连通 分 支 , 而 {C4,c)U (es,58)} 只 有 两 个 道 路 连通 分 支 ， 


Ipi. 


-a 


ЖЖ. 

例 8 Е М(т, п) m < n KERREN. И (m.n) 
可 以 认 作 为 R, 因此 自然 确定 了 一 个 0" 流 形 CARRET — 
ARRE). 设 Menaik) 表示 所 有 和 铁 为 k(0< RS min(m, 
n))Ë5 m хп Ж Юн], 并 (m,n) 的 诱导 拓 瓜 为 其 拓扑 。 则 
М (т.п: ВОт а) СЈАЕ ТОЕ). 

事实 上 ， 投 X.C Мт). йлап, =&, MEET ШОН 
BE P Q IE q 
4 В, ), 


РХ =( 
©=( p. 


这 里 AE F x R HIERHER. TEED, 如 果 上 矩阵 A- 4o 的 所 有 
元 素 的 绝对 值 都 小 于 。, 则 4 是 非 奇异 的 设 了 ”是 满足 下 列 条 件 
HX Ai: ХЄМ(т.н), H 


мо 2) 


这 里 4 一 40 的 所 有 元 素 的 绝对 慎 小 于 2。 型 0" 是 M (m,n) 的 一 
AFR, 如 果 丰 EDU?, 则 XEM(m,n;k) €2>D=CA 15. H 
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1 0 
Co r.) 


是 非 奇 异 的 (这 里 T, 是 jx j AARE) Ai AERE 


Co Хе DG -osso 四 


A B 

(ç >) 
有 相同 的 秩 ， 但 (2) 右 边 的 矩阵 , RA в D=CA- B. 我 们 取 
U=U" 丫 和 (m,n;k)( 它 是 关于 诱导 拓扑 的 开 集 ) 为 XnENM (т, п, 
如) 的 坐标 邻 域 ， 相 应 的 坐标 快 射 由 

А 2y 

C о’ 
定义 ， 这 里 我 们 将 RTT A90) ае AR A E 


А В 
( c 0) 
ЗЕЙ]. MRH o IH 


“(б)” oaia) 


«‹х)—( 


给 出 . 
WEU фу Ж О ПЁ б. фор" 由 
уд Ву (А В 
reli ,)=( ) 9) 
给 出 ， 这 里 КО 
Вр(0 слав) = (Š zing) 


AAOH ИЕМ E ЖИЕН А, В, 的 元 素 的 有 
misk (ШЖ ЖТ AR EC EYO , ВИД ЕЖ =, р)) їй 
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定 了 一 Ев п) 维 的 “微分 构造 { 实 解析 构 造 ) 多 , 于 是 
(М (т,»;Е), D) ЕСС НИ). 
例 3 ШС, КЛ, ӘНЕ пу 和 no WC 流 形 ， 
m = (007...) 
Ф,={((,„.фа)). 


92" = (0, XV pihan) |O apa) EPV p I) 9232), 
Hok Uax V a 表示 拓扑 积 ， 而 
h. U, рэф.) xpa (V С В" x Въ Дт, 
haal PD =op) ala) 
是 同 踪 映射 显然 多’ 满足 定义 1 RARE), (2°). 因此 , 它 
就 确定 了 M Ix M, НОЖУ 2-2. x 0, RER + n: Ж 
ЮЕ М.х M ,2 х Фу C #8 СМ, 20 (М, 22) 
的 积 流 形 . 
ЖШ, HDE X (M хех M. Q. x... X), 
л, п 维 环 面 
= 81x... x 81 
— 
n 
Ж n ERE R". MR" ВС" 积 该 形 是 
Ru x Ве Rut. 
2.1 习 = 


1. 仿照 S 证 明 5* Жи СЕНСЕ ВИНЕ ЩИ 5). 

2， 和 在 例 5 中 证 明 多 ;二 #,. 

3， 用 下 而 方法 证 明 S ДО, 

{1°) PEA 4 41819, - 
(2°) 构造 9 使 9' т 57 Мр Е А HAERA 
正方 形 ， 以 此 证 明 S x 9: 是 0" 流 形 。 

(3°) Ера о", 使 多 中 仅 有 两 个 元 案 码 ?如 时 人 3， 中 元 素 都 是 单 过 和 通 
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， 证 明 п ЗЕР" EC ORE. 
， 证 明 闲 区 间 不 是 ЖЕ, 
证明 一 个 流 形 对 必 是 7 了 ,空间 (利用 了, 空间 或 局 部 欧 ) 和 АЫ], 

т. табо АО а ВАДА 7? 举例 说 明 ， 但 是 否 是 一 个 
拓扑 基 ? 

8. cS =le plasty =h, 

М = (бу) 10а уе, 

BE е А ААС е), 我 们 构造 э'={Ф,р)} 如 
F: 

WEU %{бт,у)10<\лх*+ LIRARE, 

ер (FRH). 
АЖ U = fry Ke Lrg) ({Є0),4 
(一 e РЄ {(е,у) Ka +y <I}, 

(6,0), в=4. 
窗 易 看 出 9 алУ НА OODE ЕТ М С" в 
微分 构造 83. (ОМ,э)&—42Җ С” КЛР ОБ ЕХ ИЛЖ СА, т) Т, 3 
8). 

G) йо 多 于 两 点 , 则 M RET 空间 。 

(2°) ARES 的 不 可 数 子 集 , 则 M 不 是 A; 空间。 

(3°) шЖ 0 Ж S' 的 有 限 或 可 数 子 集 , 则 M Ж А, 空间 。 


(a) (буто нусу ЗЕ M а ааа р, (00) 的 


ЖАЛЕП А? 

э. Ёк X 1 中 ,用 复数 空间 C* tB В" HEA ARRE ЭТ 
AR ЦН ат, Tun 称 为 复 维 数 ， DES, ff SÉ ЖЛ ÉB 
ЭЛЕГИНЕ оп 的 实 解析 流 形 。 

10. 设 м= к, ИБ г = ЭЕ r ЗЕЙ ЕР ИЕЛЖ). ШЕН. 
EIRO RE. HRÈ T: бг] „Н А, 空间 。 

11". ШОМ, ә'у 07 微分 流 形 , 则 M 自然 可 以 视 作 O" ЖЕ, 
RAR 9' 为 M БСЖ эй. КШ. 3"C ә! 是 严格 的 包 
ERR. 


an 中 
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如 果 M X А, в М], Т йи RER Т C" КЛЕ 3', 如 
Prk, ШЕЕ C 微分 构造 a, ER ФО э", ЕТИП 
R 一 心 ， 此 结果 参考 Whitney 1], 

有 这 樟 的 拓扑 流 形 存在 ， 它 根本 没有 微 ЯНЕ. 此 结果 参考 Kervaire 
[3]。 

12. ЖЖ, СМ, Н, ЖЕТЕМ pgE 开 ,存在 一 个 拓 朴 变 
B: 已 ,对 人 对 ,使 得 FCP) 一 g, 则 称 М 为 齐 性 空间 。 

G°) 设 V"={zER"||z|<1},p,9EV*, 作 一 拓扑 变换 

F,V"—V", 
B Fog H F|. = Г({н ФИК). 

G°) 证 明 ; V" 和 "都 是 齐 性 空间 。 

(3°) 证 明 ， 连 通 的 流 形 M ЖЕЎИ, 

48, Ж Tím А" ) 是 二 维 实 向 量 空间 R" 中 的 各 个 有 序 线性 无 关 的 向 晤 
СТС, В") RA R" 的 不- 林 奥 的 空间 )。 则 全 (m, 吾 "是 一 个 mn 内 
的 C” 流 形 。 事 实 上 ,关于 Е" 的 一 个 选 定 的 若 ， TOn, R 可 以 与 M(m,n; 
m)(W 8) и]. 

14%. R Q... Ë nk ЖЭПЕ НН В Н O ñu n Ре l r 
组 成 的 集合 ,我 们 可 以 使 必 成 为 一 个 nk 维 的 О” 微分 流 形 ( 实 解析 洗 形 ), Br 
Ж Е" B Grassmann ЖЖ, 

Ìt AC M(n,n+k;n), A iy m fp Р t 中 里 个 线性 无 关 的 向 量 ,所 以 它 : 
确定 了 Orn 的 一 个 元 素 , іад АСА). БЭК, 4(A)=4(B)<—>A=0B, 0 Ж 
nx n ЕНЕ. 

因为 用 (n,n 十 hn) 是 В 的 开 子 集 , 它 具有 自然 的 拓扑 和 O” esr 
HE. # Ge ПАТИ V E G... КОРЖ Л ЧУ) 是 (n,n 二 二) 的 
开 集 (注意 , 苦 4 一 CB，C ЈЕ, іа А-В, 则 ~ 是 一 个 等 价 美 系 , 因而 可 话 
导出 一 个 商 拓扑 ). 

K U=(P,Q) Ржя хп ERJEN) TRUE RO BF k. 此 
外 容易 验证 4 САСО) =U, АРАС) G... ЭЕ. 令 

pn k= M(n.,n-- hin), 
w(Qy—(I,Q). 
PHR раде р, FA фе 是 连续 的 ОА A ЯП р ЕЕЕ), ЯЕ hor 
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Мп) УСО, Ehh (Мп) =V, 4 

vit Mn k) 

g(P,Q)= P09, 
不 难看 出 g 在 集合 А КАСР, OERA AE 导出 了 一 个 映射 me: 
VM R) p (ACP .Q))= P IQ, 可 以 证 明 p 是 连续 的 ， 且 是 六 的 竟 Wk 
射 , 这 就 证 明了 %。 ЖЕЙН. 


Ф 
M(n,&)— U C M(n,n+hin) 
Ф 
NN |4 |4 
М 


证 明 
G°) Gara 有 CY 微分 构造 ( 实 解 本 构造 》。 
(2°) @,,, ЖТ. 空间 。 
(3°) @,,. Ж À, 29. 
(4°) Geo RRM. 
15. EM 为 流 形 ,证 明 ; 道 路 连通 С> жй. FL ERER E 
Torik. . 
16. DRE M A А, SE), ШЫЙ. ЯА. 
2.2 C ARM C 映射 
1. C 函数 和 CRY 
定义 1 ROL, 2) 0и. 2) Ет» ЖЕЙ CM 
形 , 如 果 映 射 
F.M > M, 
对 于 任意 2E 玉 和 《一 六 (2) 的 任意 局 部 坐标 系 (Va ри) 7, 
BA P 的 适当 的 局 部 坐标 系 (Vs, pa) € 2 , tE 
FP(U CPs (1) 
CEST F EES). ЗЕ Н.Э} Раа (1) 0935583, 
Фа 2 офа lp (U) > рв (V в) 
Ж СЕ т) р. 
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FUD) 


ФР. 
一 


B 33 
和 ros"), 
y = (рв? Fop Dalat, ee, ny, 
是 Са М F Зо М, 到 M. 的 С 映射 (参看 图 33) 

如 果 UC М, 是 开 集 ， 由 2.1 俩 2?， 自 然 可 以 把 它 视 作 Cr Ж 
Ж, RURE Mo CUDU, pA RE (De ра) 得 到 FUM, È 
с* 的 定义 ， 

定理 1 设 多 [和 多; ЭЖЕСИ ШОМ, Фу Яп (r, 2.) 
Э 380535. 如 果 对 于 多 1 和 2; ARRA F: MiM: W 
EEX POREM E C (иҗт), 

证 明 РСМ, Ё(ру=е,(У, у) E2 É ERRAR S 
RAMU но) С: 是 ?的 局 部 坐标 系 , 则 必 有 卫 的 适 当 的 局 
ЖО Po EPI Е РОСТ 

фа Fpa PeU a) >p в) 
是 C УРТ p БИИ Ж (U pa) € 2, Ë UCU,, F(U) 
CVOV IC VY WAR, ñ 
pe Fpa (рор) (pe Fep’) 


"His 


{шу АЧА 
u R 


是 (0) 二 8(F) 的 C* 上 映射， 并 
根据 定义 1 和 定理 І, НРАВ, 当 M= R! 时 , 我们 可 以 给 出 
С* Жїз SL БН ДА Us МЕ. 
定义 2 设 ( 开 ,多 ) 是 mn 维 的 0 EE, UCM 是 开 集 ,如 果 
映射 fiU>R! I 
ЖЕО, ор) C @'(@ Э), YU 4 E 
ХФ.) >= R! 
ESOM 
y= fopi (at, .1t, 0") 
Ж C* BJ, W SÆ О Б C' 函数 СНЕ 34), eU) 为 可 


上 0? 县 数 的 全 体 ，。 
2. СУЗНЕ) 
定义 3 我 们 将 
'ðy' ду! 
zeT ”Do 
Əy: 
рое о (95) 一 | 
 ləy дут 
\дх СГЫ РУУ 
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称 为 0* 映射 下 在 了 点 关 于 局 部 坐标 系 {z ) ЯП (y) 的 Jacobi E 
w. 
引 理 1 设 (Uor, pM ape) ВЕЗЕТ A F (p) 的 
另外 的 局 部 坐标 系 , 则 
rank D (фа? F opz Deo rank D (фу Гора), асру 
证 明 因为 
Ю(фә в Ее) y co (ритор) сро 
“Degas Еф), су" D (Pa" Pa! Vons 
W D peryg Р (фадо) Жр ВЮ, РЕД 
tank (рр офу) „оз аак (фу Реф!) со. ЖЕ 
由 引 理 1, 我 们 得 到 
定义 4 rank D (узора), co CES ERRERA) 称 
A CDRA F HE P RRR A 
(rank F),=rank D (фо К=еф;!)„„‹ь), 
3. СЖАЛА MOERS) 
定义 5 RM2) # (M; 2, 分 别 是 m 维 和 nn 维 C' 流 
形 ,如 果 karei 


F,M +M; 
ЖЕ РЄ M. , 4 (ank F),=m(m= n), ШКЕ) —4 C $ 
А. ШЖ 

Ғ.М» F(M OCH, 

ŽAR MB. P X СА ШР р СОВА. 如果 

F.M > M, 
是 间 脉 , 且 又 是 一 个 0* BRA ШР 4 C* 微分 同 胚 (或 СБ 
ФРЕДА). TA AE m=n, hiso ORARE, Р 
是 一 个 C' ТН. 

@ 1 M= hkl, M =R, 
FRR, 


*J1J13 * 


t 
GEE ORION Gr re Dy, 


+1 ? H+1 
通过 简单 计 疹 可 知 (*( 四 ,y() 满 足 双 纽 线 方程 ( 见 图 35), 

{2+ у?)%=х*%—у?, 
并 且 在 Pr 下 ,已 上 的 点 与 双 组 线 上 的 点 是 一 一 对 应 的 ,区 (z:)2 十 
OPAC y) BRD DAE, rank Р,=1, ЗВТ P, 
EA С“ HRA, BÆ, РУ ЖЖЖ, Мыш Fi 不 是 同 且 ,当然 
TERA. 


— 
类 似 地 ， 
Fa Ri> Rz, 
DD) 100-1) 
рад (Ка, ET) 


也 是 一 个 C RA IB ЕКА, (BEI 36). 
жом 2,2.) Ет» а ои, 
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F.M i> M , 
ЖО &Я{(т>1),рєЄ M i,g=F(0) ЄМ,, WEFR Š 1 的 
推论 2 和 3 有 以 下 风 个 定理 ， 

定理 2 ШАРЖ CT ЕЛ}. B (rank Р), = тта), N] 

(1°) WH q y Em АЧУ (ут, oy h 当 Y 适当 地 排 
ЭҢ ,Су!°Ё,..,,у”» F y p B) Bb АЙКА. 

(2°) 对 于 多 的 任意 局 部 坐标 系 {z25 6,07), ШАГЕ EA 
选取 局 部 坐标 系 {z2，… 2， 使 得 тосо Р (1,565, т) {ЕР 
的 充分 小 邻 域内 成 并， 

(3°) 可 以 选取 了 的 某 个 邻 域 吕 ,使 得 Р-Р) АВЕ 
射 (了 (CU) 上 的 拓扑 是 内 M: 所 请 导 的 相对 拓扑 )。 

证 明 (1°) 在 2 点 任意 取 定 一 个 肩 部 坐标 系 {x 六 ,因为 
(тапк Е), = т, ВТЕ 


(2902) = т, 


当 {31，， 7) 适当 排列 后 ,可 以 使 
УГЕ ЫЗ 
йш 
НУРЕ XF el +," ЕЕ Se MO BC а B E Pu HEH 
ХУР, зу F) D 的 局 部 坐标 系 . 
(2°) 在 4 任意 取 定 一 个 局 部 坐标 系 {y91…，y*], 使 得 
iy EF, ay" РД ОЗ РАНЧА СШ (1°), 
арі (у Fy y" F) Gi=1,-*" m), 
Жү @' Ж СЫЙ. 再 设 
#= {Өө (j=1,-.., m) 
y (j=m+1,-- ny. 
и ` 
д(а!,+++„2°} 
Aey, ay") 


apalen __д(ф!,+-.,ф"”) 
TO 


-Ji5 + 


960 


Сауу Р} ДЕ p ААВ). BT. Ту 
y" Жа ЖОЖ ТЕ BR EEEH) 是 4 的 局 部 坐标 系 , 且 明 
ША r= е Gsl eom). 

(3°) POVRE а) (4°) 的 坐标 邻 域 分 
mH U MV WU RATE F (ЛУСУ, HPU PRR (以 坐 
RRA) En), RHE T RH FV PRA AERE 
TOE ET 85). TPU РОЛЕ НЕВЫ, Е 

定理 3 ”如果 王 是 C" ЕЙ. E. (rankF),—=n(m2=n), Й] 

(1°) 对 于 了 的 任意 局 部 坐标 系 yr oy h, AE P RRR 
坐标 系 {1z1 А tE 
一 Yio 下 (一 1 站) 

(2°) IEF P WEEBER U q= F (È РАГА. 

证 明 (1°) ЖЕР AER АИ 
rank F =m, Д 21, z" ИЛИЧ E E 

Oy P... y" F) 


Gat) 1,700 
É 
[yF (Gsi, een), 
ре" G=. 
zt (i=n+1,'"",m), 
于 是 


昌 ( zl 8) 
Ie p,a) 
由 yor RT z' 有 连续 偏 导 数 及 反 孙 数 定 理 推出 (x2!,…',x*} 蚌 
p 的 局 部 坐标 系 。 
(2°) (1°) ЯВНИ 01,006, к), бу, 
УТ Иа Ж U, 和 U; Е U, {йд 51,60,70, 
HIBA F 对 应 于 U, 中 的 点 (4!,-+-,&"), Е, Р U, 的 任意 
FTU, 显然 了 (U6) 是 Us 的 开 子 集 ， 特别 当 忆 是 艺 的 邻 域 
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Oy F... "o Р) 
, Oleta") 


20, 


РОГИ =F (MAF Im q Æ FUAS. H 

定理 4 mP F ECH, B.(rankFy,=m=n, Шау 
Ң p йй О оно V ,使 得 

(1°) P.U-V RAMAN. 

(2°) FV >U J СТВ. 

证 明 (1°) 在 点 ?和 4 取 局 部 坐标 系 (21,...,2"y ЖП (21, 
+)", ПНЕ ЕЁ Ө ЛИЕ U ЖП Р", Тр СЛ С Ж 
分 小 , 使 得 РО)", H а FP (i=l, n) (由 定理 2)。 
ру (тапк) [он RER IOO E V ЕО) М, ПЛ. 
再 由 定理 2 GOWER ЖИН 

FU >EF(U)=V 


ARRA. 
(2°) шх, 
F°, V=F(U)>U $C BM. H 
推论 1 WẸ FMM, ihe At, H (гап) |, 
=теп, КЛ! М-М Cr RAAN F fT ЕЕ Or 
ЖЯ ЕП. 
Ой РА КАШ н НЕН) 


2.2 5 E 


1. 证 明 例 1 中 所 述 请 结论 。 

2. (М, а) С МОЁ (1=1,2,3), Р, М.-М, Pas Moo M, 者 是 
С? RIORES), p= Р. ра), р, = P.Cp ), 

(1°) HUM, F, F. M >M, 也 是 上 РЕ}, 

(2°) MEW rank(F,e F), min{ Crank FP p, (rank) ,,). 

(3°) 举 出 例子 ,使得 тапк, 560 ,гапк Р, 320, (8 гаак(Р, F.y=0. 

(4°) MOH ЛБА SSE А, ЧАЛА ОБА MT 
жен) а Я ЛЕ, 
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3。 设 在 拓扑 流 形 H E, а 多 :和 9; 分 别 确 定 了 两 个 C' АЛ ИНЕ 
©, 和 多 tj 证 明 ; 9 = Фэн Н I, MM ЖОМ, э.) (M. э) 
fi С Т, 

4, 在 MSR БЯЛА О” ЖЕБЕ, ЧЕРВАР EEE 
ШАДЫ: Йй 

5. (1°) ik 

ае а L 
ко-{ аа а, 
0, а=0, 


HER: Р.В! >К“, Ра) = Са, ЈС) С RARE СВ, 
(2°) i plz) 为 0" 函数 ,但 非 0' 的 数 , 而 


fn- fas [ае an [Т pm) dres 
证 明 , Рс) = (а) СВА АТ СОВ. 


созӣ —sin0-cos? 
lisin?” 1+sin’g 


则 РОТ) МД 1(а*-+ у а-у, F ki À, 
т. © (ЕР) 提 人 是 否 是 整体 的 一 一 映射 ” 整体 的 -一 淄 人 是 否 是 能 
Ал 举例 说 明 . ` 


6. W FSR F= Call) y) 


n 


в (heoa | È G< hg ger", 证明, 存在 一 个 
Oi E 
Pai a ү", 
使 得 
EP) a. 
9. ФУ ((а,у) іку) а, СА 


ў 
PEY 1) 1, 


证 明 PEA О" Р, Р-У", ERARA ARP у= 0. 
10. СМ, 多 由 和 (Us, 多,) 分 别 是 тп Ф С", СИ, X Mar 
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э) С ЖЮ. 
diMi M xM, (ї=1,2), 
Г.т бак), А00) = (айж), 

m mr k C А. 

11, BEM, 9), СМ.) Gl, 0 R)SY B] nini ER С" 流 形 . 

ЕМ Мх x М, 

ЖЕМ. РСр) = СР. Ср), s Fp pE М. H| 

FPE О EHSF M> Mi=,- kE C 映射 。 

12. E 几 垂 阵 乘法 给 出 的 映射 К.М (m,n) х M (n,k)=M (т. 
Ë С° BJ, 

13. ШШК} л, Тн, R'E G, 将 (bl 0a) ЙН oo сосе Pa IK 
Ж п 93а, ШЕП) rÆ C" 的， 

14, ШЕЙ G С. SE CV RAMD СЕПСЕ — 4 О” ШИЙ F]: 
FG „> ©„,,). 

15. ELM, PÈ C (21) WE, АДЕ А, 空间 。 如 果 M 的 子 集 


A= UJ AoA CU ШЧ) я, Не. ао, ШКА 


0 (птса54= 0). 
证 明 ЖАБА, 的 选取 无 关 。 
16. 证 明和 零 测 集 的 定义 与 R 面 作 何 -个 等 价 ， 
(1°) 对 于 任何 (U8) Є FpU ВК, 


(2°) жш, э, А =) Ganv (macU u) ш 


с. АПС.) МЖ. 

(3°) {НН PEM AE py О, Upe, B р, ANU) È 
ж. 

17. ДЕЙ, КИСЕ TRE ИЖ, ТААК. 有 限 个 或 
Шс ЕЕ жа. 

18. 如果 对 每 个 点 BE M, A pHBRU, ОКЕ, 使 得 
meas(A (YU ,)=0,W[ meas4—0. 
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《如 果 题 15 中 А, HARRAK 则 题 10.18 中 的 结论 如 何 ? 并 说 明理 
ш.) N 

19. ВОМ, 2 DAM, 9.) Ж n ЙЕ C'(r2218038, 又 是 A 空间 ,下 
М.-М. Ж. O: ЕЙ], ЖЖ measd=0, И тсаз (А) =0, 

(如 果 刀 空 间 条 件 去 挤 , 结 论 如 何 ?) 

20. ECH., 9 D$I CM, 2.) ЭЖ m ffi n $t cr 80721), RX. 
Ж A, 20, F, Му» M, Ж б! Bth. i mLa, BJ meas FCM) =0. 

21". З ОМ, PVH 9 DAAE m ЯП а $b О (тр 
1), F M >M, R: С* ЯСЕ), WME (тапк p) Са, p€ M, W р ВК) 
五 的 临界 点 ， 如 果 

(rankF) =r: pE M., 


W| p A FAENA 
жае M,, EAU Rba S К, MEAR м. 
的 共 它 点 称 为 正则 值 . 


然 ,如 果 m< п, 了 ,的 所 有 点 都 是 临界 点 。 Eih MRE М. Н 
q EPOD АЕА ТЕА. _ 
ТЕН. Sara 定理 ШОМ, POM Ma, PA) УЙДЕ m ЖП п КЕ С" BOE 
C21), F.M — M. 是 СА ГС), Ande 
R—l2emax(m—,0), 
则 五 的 临界 值 形成 的 集合 起 堆 测 集 ， 《 题 20 是 Sard 定 埋 的 特殊 情形 .) 
此 定理 的 证 明 人 参考 Shlomo ЅгегпъетрЕ 4 ] 47—55 M. 
社 意 ,Sard Eh RPE k marma, d) 是 必须 的 ， KERREN 
情形 的 反例 是 由 Whirney[ 2 3 给 出 的 。 


2з 子 流 形 和 正则 子 流 形 
1. 于 流 形 和 正则 子 流 形 
定义 1 AW, PD n E C RECS CW 如果 小 
AARRE W WR N 及 一 个 m 维 的 Cr ЕШ 


造 多 1, 且 满足 : 
dO BARA Г, M >, (р)=р(рєМ уж Cr 的， 
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(2°) (rankI),=m(p€ M), 
Up T ah C ËA. RITR (CM 2) 为 (W ,2,) С 子 流 
Я. 通常 ,简单 地 说 成 并 S W 的 C 子 流 形 ， 

特别 此， 当天 上 的 预先 给 定 的 拓 盾 ( 称 为 内 部 拓扑 ) 和 由 卫 所 
放 导 的 形 的 相对 托 扑 - 致 时 ( 即 工 是 一 全 СТА), К 
СЕУ. 

定理 1 С, СИ, Apam m Em п ЕЙТ C SG 


= 007,,9)),0.= (Va, 05), 

СЯ F, M-+F(M)CW 
是 一 个 映射 

G°) R pk H СВА, M M), Š) (Š,= 
ССРО), ф.о Е) ЗУ) ЕСИ ,22,) С" FRE. 

(2°) ШИРА ОА ОРОМ), ÖDE , 9.) 的 
C 正则 子 流 形 ， 

证 明 (1°) É T, FO(H)—> W EaSI, Д0 

ñ ele (фа Е) =pago Еф =+ e Рф 

Ж С' Ну, В тапк ==тапк =m, ЭТЕД I Eh С" А, HH 
F (МУЖ УЙ С" 子 流 形 . 

(2°) Ф FERA Р (М )й%& ЖИЛ ARE thA И 
所 诱导 的 亚 ( 闻 ?的 相对 拓扑 是 一 致 的 ,再 由 1) 得 到 严 (И) ЖУ 
的 Or 正则 子 流 形 . A : 

$J 1 在 2.1 的 例 2 中 , 显然 (U, PDE, 2) C 正则 
TRE, О ди С 开 子 流 形 ， 

例 2 在 2:2 的 例 1 中 ,由 一 一 的 C” ВА (而 不 是 嵌入 ) F, 
4 一 1,2) 的 参数 表示 ,给 双 纽 线 引 吉 了 两 个 C 构造 ,使 它 成 为 妊 : 
的 一 维 С° РАНЕ (РЕ), 9090=1,2), PFR) 
= F,( ЕЁ!) ДЕ 01560,0 Р Е), 


J2] + 


# 3 在 2.1 的 例 5 中 给 出 的 S 是 R [у C“ 正则 子 流 形 。 
事实 上 , ШАШ АБЫШ I SOCR ERE. 如 果 我 作 选 
ШНА, рд. 
了 Te 1 (Ф) (z,y)=(z,y,z) 
《其 中 Ta 表示 R° 的 恒 等 映 射 ) , 则 其 Jacobi Е) 


1 0 
0 1 
е | 
Әх ду / 
TERA 2 Am 0 C“ RA, В S2 是 Rš у C 正则 子 流 
# 4 жш 


Slx Eld (eh етеу, 
它 可 以 表示 为 对 边 等 同 的 正方 形 ， 也 可 将 平面 R: 上 的 点 划分 成 
等 价 类 ,使 得 (91,92) 001,05) «2201501 А, 05502 Ёз, 这 里 
koki 为 整数 .于 是 , 商 空 间 RREA S S., 
由 F= (027 етуди T —4- СВЕН 
F. R = SU S. 

а 是 有 理 数 时 ,容易 看 出 点 集 ER 是 S'x 8! 上 的 一 条 
HMR, EIEH St х S! о ААИ F 8!. 不 难 验证 
РР S1x 8! 的 紧 致 的 1 维 正 则 子 流 形 (注意 . 是非 一 一 的 
CORA). 

当 а 是 无 理 获 时 ,FF， R'E (ROCS! xS È -H С° 8 
КУШКО), FORARE, 确定 了 一 个 C* 流 形 ， 
BES xS OUTRE (参看 图 37)， 然 而, РСВ) S x St N 
ЖИЙ. ЕСЕ) = 5и x SHARD. AEL, F, R'E (RI) 
C8!x S REREKAI BREET a аА, FO(RU— 
F(PUCSLUx 心 ! 不 是 同 肘 映 射 ,因而 СВО S x S! 的 正则 
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TRH. 


P 
T E vE: Ea] 
图 37 


2 正则 子 流 形 的 性 质 

定理 2 Шит HE >i, ШМ т ОЕ 
子 访 形 所 > 形 才 丰 , 且 对 任何 PE 对， 存在 不 的 含 p 的 局 部 坐标 系 
(yl y h Kin, {ЕЙ 
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MMNU={9EUIYy (0D=0, m+1<j=<n), 

证 明 (9) ЖЕРДЕ Г (а), ET, 
сэ eI} 是 如 在 了 点 的 局 部 坐标 系 ( 包 含 映 射 T， 半 之 本 是 一 个 
WAD, Ват, ,5 和 {zo 了 -2"o 了 } 的 坐标 邻 域 分 别 为 U1 
KV. RAME W рО ТЕ ИЕР: ЈЕ, ВТА ТЕДИ" E p WRR 02， 
使 得 


ICU, MDU,CV, 
显然 。 gxo 了 一 区 ATI 0 gm 1) (m+ Rn) 
ЖЕ ЖЛЕ M IU, EAS СА, В о ЖИЕ. W 
pı Us> R", 
g@(q)=(z!(q),-- s, z"(q)) (4—05), 
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W. ЕЕ p( M Г) (Ak R” EFR ЕЮ СС 
看 图 38) ， 

容易 看 出 ,如 果 ?ED 的 坐标 为 {95 за?) = (#'(Q).-. 
2"9)). Ж 

gEMNU EI EU a =g (ala) (MISESA). 
Hr Ers FWHM 

U=p'{p( MU, 

EZX n TO 838, 


ук, 


y"=z", 


ут ре тат, уат), 


у= а" — вет, за"), 


RERA > RA 
PDS) yg) (EV). 
EAR y: рО) Е Й CO "映射 ,; 且 А 


bana y” Tn 
| a а, 
由 第 二 章 2.2 Hele t, {y's y EAU AB RBR W A S 
坐标 系 。 于 是 ， 

{4 EU |y’ (д) =0, m+1 < j<n) = (gq € U, | ө (g) € 
ФОМ ГИ), z* (=g (x'g), e, ж” (ф)),т+15 h< пр 
МГ\Ш,= МГ (h FM OUC МГ», BUDMNU:, Вій 
MNU,=M NU), 

(€) ШИЕВ НЕНИ ETAt, rE 
PEM, U np) U УЕР БЕЙ pA (РУЙ 
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BERA. R 
В"={((&!,+,+,&",0,++,0))ССА*, 
ш | 
PAMNUD=R” Ip U). 
AFU ВОК, ВИДО М ГО ,)ДЕАЯТ" FR. ER 
pr lyno MOU pM QU DC R" 
EARRA, 
于 是 
СМП, АРА БАРЕ, 


жетл сше. ЖОЕ, БАЖ 
м= |] (ипо). 


Rok, SOHNUDOCHNOU: D =¢ ipg EM) Р 
Pil unu, Prl gar, :pe | MAL, (MAOU, OU.) 
эфа сүр, CM YU, YU, 
бу!,з++,у”,0,++-,0)->(®!,+++,2”,0,+++,0) 
ЕЦ 


ж = (Ppr Yaylaya) 
ЖО, 80,1 муу, Plv ME C 的 (参看 图 39) 。 
再 由 
ФГ ефи Pounu (MNOU >o, (U,), 
(у!,51°,у",0,++,0)-=(у!,+++,у®,0,+,,0), 
显然 ,7 是 一 个 СА. 这 就 证 明了 开 是 下 的 CC TRE. Ж 
定理 3 ШУМ, тот), 
F, M i> M, 
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Б^ 


а [ле N 


Paj 


e, y 0, 0) 


Теп 
MNs Pi las 


ECRI ШЖ 
(rank F) =l (EW) (рє М,), 

M PEREM AR 

Еф) ={рЄМ|Р(р) =9) 
Ж, REEM hum ГЕТЕ. 

证 明 ВР D= AE p EM., Ар, ММ, 

ВОЛОВ yta Ay). рйи Лр, 4 

0:=y F (}=1,+з+,п), 


ВМО, EOAR, F ranki) =1， 所 以 当局 部 举 
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标 系 适当 地 安排 时 。 可 以 使 
Кете эе. 


TA001.....0'. ti... 4) 就 成 为 p 的 局 部 坐标 系 ， 用 这 个 局 
部 坐标 系 来 代 克 {z93， 则 有 
ёб=к! 1 


由 于 在 点 э ИЗЈАВЕ mank( 5) 一， 所 以 


т, 9 
А ， 
0—=00 0) -de ав" 


ZORTE арат 


убт, п 
-2 (Cyr. ). 
НЕТО, Өт, еро, у) =а'(ј= 
boon ВИН е = СЕНУ ау), TE 
МОР = EV (р) = 9) 
={р'ЄР,19 (0) =0,7=1,:- ny 
={p EV ls (p )=0, i=1,-:. ly, 
因此 ， 由 定理 2 可 以 引进 C REHE, М RAM m-l 维 正 
ТЕМ. H 
#15 МС" ЕТЖ, M = B", А 
Е,Мү-=В", 
F(p)=(P (p)... FP .(p)) (p€ M ) 
ECHOS) ЕЕ, (i=1,'.,n)J С, H. 


(rank F), =rank( bE 38), =} (PEM), 


则 从 定理 3 推出 ， 由 方程 组 
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1(а!‚,+-+,ж"у=б!, 
{ КИРИЛЛИН 《ci 是 常数 ) O 
Е, (д1, ert p") =e", 
PERRE Сат, aT) 的 全 体 所 组 成 的 集合 MCM, Е: 
E REEM Am- EHC ENTRE. МЕ ИЖ. 
《1) OU ИТЕЛЕ. 
бв ғ, В", 
Е (атна) е (a)? + (кт), 
ТЖС, M (= pu (0), Mi= 1,0%, 
(rank F)p=rank(2r!, +.. ;25™!),=1, p€ М), 
因此 ， 


S= [C00 ER 


С] 


= (z: =1] 


是 对 (从 而 也 是 RUS n RENTRE. 


2.3 3 = 
上 RULER RAEM, HETE a'H y =a DORRE E m + + 
= а> sove>0) 是 3 # OT BB. ЕЛНЫ R 的 0" КИТ, 


вс, 


的 |да: азе ] 可 以 视 作 


全 


/ 
2. EH, GL(x, ю- 0 


下 ”中 的 开 子 该 形 , 
3. 设 WR n š O" REO), MC W, НАНЕ рєМ, TEWAS 
也 的 坐标 邻 域 U А T h ЕН 
MD U=[q6eU|ə (g) =0,1<і<а— т}, 
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Жир ф. +, р. 是 O" AK, Ң rank (oy =), =л—т, МИ Ж йт 
# C 正则 子 流 形 ， 

4. (1° 题 3 中 rank (Se 5), == гап(Ё®- ме 9 
т, R rq 

(2°) EEM З (rank F). =l Ж(тапК Р), (0= 8 30007 

3°) 在 例 5 中 Crank Р), =i 改 为 (rank Р) = 六 结 论 成 立 吗 ? 

5. 参看 2.2 815, 证 明 ， 

СЫР 1 
= i (ze |a= Í М, 
0 ®=0, 

Æ А BJ O" EM T BAEO ENTHE, 

б. 证明， 37 (Сш, Рә) Ст) = 1к|} fË p Эр R* in С° T Р (с> 
3), 

7. EAS h AR Геп, ARANEAE EREN, MC 是 空 集 , 或 者 是 
М. 的 (从 而 岂 是 R” 的 )m 一 # 维 的 C" 正则 予 流 形 。 

8。 利 用 第 二 章 4#1 推论 2 和 掉 论 3 证 明 本 节 定 理 2 的 必要 性 和 定理 3. 

9. (1°) а атое к") а, с а" 有 + 阶 连 续 偏 导数 
ЗЕ НЯ, еч 

аа) 

Ж RH 的 nn 维 C0" 正则 子 流 形 ， 

具体 给 出 此 超 明 面 的 形 如 定理 2 中 所 述 的 特殊 坐标 系 ， 

(2°) ДН StS (а а) Са e aS 
定理 3 中 所 述 的 特殊 华 标 系 。 

(3°) ER: R" 中 任何 * 维 平面 是 R" H k Ж CO” 正则 子 流 形 ， 

(4°) ШЕН]. BE E rhy =o (aO ERRE Cry) = (а совб, 
авілд,Ь 0+) (5220) ЖАШАИ 1 8 О" 正则 子 流 形 . 

(5°) WER: ia A 

(z,y,z)=((b+ acos0)coso,(b-+gcos0)sing,asin0) (0<a<b) 
Ж R° th {б 2 Ф СЕИ. 


s 130 ° 


го". FEB, (1°) #D4 h PODE хер. 

《提示 ， 当 a ЖАНИ na- [ne E Ад, ) 

(2°) РАП I ЖАШЛА, 

1t- Mk Af, Ñ M, B Cr ЖОВ (7221), M Ж M C" + ЖШ (А ФЕ 
1). Р.М, =M, E O ТАЙ, IE 

(19) МОС M. 

(2°) Р. Му М Ж: СОЕТ M 的 内 部 折 扑 而 言 )。 

ШЕН P, М, M СИ. 

12. W M. М.С 836021), М М. ЛЕДЕ, F, M> 
М.Д С' ЛАЙ, ДТ F(M.)C M. ШЕМ. M — ЈЕ С°З. 

13. ROM. PORCH, 9.) 8 G" ЖЕ СМ, э) 的 两 个 C'EN TEE 
E, MERA M.= М.И p= p OEM TRE CWE Ena), 

14. (1°) РРР ДІ Е, 题 13 的 结论 不 成 立 ( 参 着 例 2 中 的 双 
纽 线 ). 

(2°) 题 11 中 的 条 件 (2*) 能 否 崭 去 ? 举例 说 明 ， 

15. 证 明 第 二 章 #2.1 便 8 中 的 班 (myn;k) Ж Mm, n) у O” EM 


16。 在 定理 3 中 ,如 果 M ERSA E PO 至 多 只 有 有 限 个 连 


举 出 连通 的 非 紧 至 的 流 形 M. EB 下 ~'(g) 有 光 限 个 迷 通 分 支 。 

17。 没 М=+{(ж,у)Є R'|lz|+ ly] =1), (M r) 5 P: B 8 8 qh 空 
(ио Tt $ R), 
A: (1°) (MESE C” OOH. 

‹@°) (М.т ТЕЙ О" ЗНН Доб) В 的 子 流 形 。 并 说 明理 
m. 

(8°) 如 果 在 (2") 中 将 * 子 流 形 " 改 为 “正则 子 范 形 ”， 结 论 如 何 ? 并 说 明 
Ah. 


-I-e 


53 1 的 分 解 
1. {Жо 
定义 Т 如 果 T, 拓扑 空间 (M z) Аж ш.и = [J Gir 
k=l 


G ÈU HFR IU б, 是 紧 致 的 , Н GCOalk51,2, e)s 
Ш мсж. 

定义 2 СМ), UE M 的 一 族 子 集 , 如 果 
对 每 个 点 PE МНР W. ER W, АБИ U. Ж 
变 , 即 绕 有 限 个 外 ,本 ,站 Us 二 $, 则 称 {U。} 是 局 部 有 限 的 。 

定义 3 一 个 得 盖 (V Е (U) 的 精致 ;如果 对 每 个 
В.Р Ха, УСО, 

拓扑 空间 (好 у ИА АО, WREE T 空间 ,并 且 对 每 个 
开 和 覆盖 有 一 个 局 部 有 限 的 开 精 致 . ` 

例 1 RRA T. EREM ORE о 紧 的 ( 取 GSM), 
又 是 仿 紧 的 (任何 开 夏 盖 必 有 有 限 的 子 开 枝 盖 , 它 就 是 局 部 有 了 恨 授 
精致 .) 

定理 1 (1°) 如 果 拓 扑 空间 ( 玉 ,) 是 局 部 紧 臻 的. H y 
A Яп Т, RAMOM т) а 紧 的 . 

(2°) WEH т) жо 紧 的 , 则 (W ,r) 是 仿 紧 的 . 

证 明 (1°) И 是 局 部 紧 的 , 即 对 任何 BE M ,存在 ?的 邻 域 
U, fE U, ERAH. HFM 是 A, 空间 , 根据 Lindelór 定理 推 
出 M ЮВ U pcm) ЖЕ (0,07). 我 们 
归纳 定义 Ө, 知 下 ; 设 GU, 则 G = U, RRN. REGE 


被 定义 , 取 л ВА бус |}, RU iR JEWELER 
гер 


+6182 • 


йшй, шоа JU, CER M G. = U D. 
i=l i=] 


紧 致 的 ,显然 TCO Је, = (J U= M KAET M Жо 
к ЕП 


紧 的 。 - 

(2°) Ec (W) 是 并 的 任何 开 材 盖 。 对 每 个 R， ЖЕЛ А 
《Cuaz 一 GD) 门 全 -<， 这 些 集合 噬 盖 紧 致 集 Gura 因此 ,我 
Аат ЛЯНЕ РЫ ШАР, е, AA 


|)‹бу-@ФӘ=М (G= Gist) 
020 


AEV t о [0.12.56 СИУ НУРА. Е ЕТ 
TEM, Gui Ж z fy Өй, G. NVS >k, TZ, 
ооо 1,2,5) ERRAR, KRENT СМ, 
ORDR.  # 

推论 1 如 果 3 Èr EW, AR Ak A, z jh, H| M É c 8 
的 ,因而 也 是 仿 紧 的 。 

证 明 对 任何 BE 弄 , 取 的 坐标 邻 域 (pz) ;使 得 p. (U) 
=Vi=(£#€ R" el< ВР И Т, р, 所 以 开 集 
«еее ве) йй еее" аа) жж 
f. ЛЕНТ МЛН. TBEM L, Мос ЖИ, 因而 
ШЖ. + 

定理 2 jM Eneo ЈИ, (Wa ЖЕ M Й ЕОР 
ж. ИТЕ Б 

4(0,ф)|1=1,2,+++), 


ERWE: 
(1°) CWJ HERA R Ж. 
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(2°) pU) =y 

(3°) (етут ia L2 3 也 是 M HARAR iy F W 
ж, Жр је. 

证 明 设 W.) ТЛЕ. 对 每 个 ,及 任何 
PEG 0, DNW H EMBERR (Naa, sa) ;使 得 N, C 
(6,2—0,0, 并且 paN) = Vit. 选取 有 限 个 
СР) (AW Ne 也 是 有 限 个 ) 覆盖 紧 臻 集 G. —G,. Ж 
后 ,类 似 于 定理 1(2") 的 证 法 可 推出 本 定理 的 结论 。 # 

2. 164% 


2. 
-次 


aa аб et 


s =0, 


x 1345 


是 C0" 函数. 
(2°) i J R'E, ieh 
(Жей > pact 
| 2' 
0 ， Чаї, 


N| ЖО" 的. 
证 明 (1°) 只 须 用 归纳 法 证 明 


| pal) ,z>0, 
0 E&E, 
其 中 pa 1805598. 


(a) эң т=0 时 ,命题 显然 成 立 . 
(б) W т= АГ, BR Ar, BH 


-1— 
gola na ©, z>0, 
L 0 ‚ <0, 
其 中 (yama, W4 таа, mua. 
实 上 , 由 LrHospital A, 


1\ = 

— je 一 0 
lim А x) =lim p (aysan 
= Б изә e 
уо ADN 1 _ 
=i Pr ау 0:00 


所 以 ， 
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н) н) =+ 


r 
gt (z) | 


— z Je 220, 
1N ст 
s (Ly —0 
а, а=0, 
0, 2<0, 
-i 
-{ (2) т.220, 


0, 250, 


(29) ра) = -jalia 
ЖС" i. ABAH, 


— 1 _ 
«(Ги рар, 
= 2 
fe) | , H 


=> 
WE, H g A рї С" ЕШ Т БСО”, + 
定义 4 БПИ C'(r2>1)B0B(M ,%)_Е—Л- 16382 — 
жо' й 


1+ (a"F], WAR 


=@(ф(>)), 


Е,>0|4=1,2,+..} 

使 得 ， 

(1°) {Suppg,} 是 局 部 有 限 的 ， 其 中 
Suppg:= (z € NIg (sR 

ЖЖ g WER. 


(2°) Suppg, 是 紧 致 的 
(3°) ујак) =1, EM 
imt 


НОО. ERHET p€ M 7 p HRE W, 8 (3°) 
中 的 和 在 „БАЯ ЗШЛИ ge). 
定义 5 设 ( 形 , 罗 ) 是 nm 维 Cr(rsIT) 流 形 , ОУ,|=1,2 
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>) 


М АЕ (g. li=1,2,-. YE (M 2) 
个 1 的 分 解 , 如 果 对 每 个 i, Suppe: CW, MI8R(zg.li=1,2,- y 
为 附属 于 {到 小 一 1,2,…} 的 一 个 1 的 分 解 。 
定理 3 W(M,2)JE n Ф C'(r21)o УЙШ. 则 存在 一 
л). 
证 明 БНО, фр) (#1, 2,505) 
为 定理 2 中 所 述 。 作 函数 
ФМ В, 
Рф, (z), r €U,, 
n=] 7 CEIRI 中 的 函数 》 
0 |, z EU; 
容易 看 出 是 С”, H. 
>0, +EV,, 
sf 


=0, «ЄЎ. 


由 定理 2,(У,)Д& АНТА ООЗЕ, ЖКУ НЫҢ pe 型 ， 存 在 
五 的 邻 域 外， 使 除 有 限 个 了 ,外 ,有 V. W, ó, ВВЕ Ф, 

Pile, =, {1) 
ih IHEM PEM, h V) 是 如 的 开春 盖 ， 故 至 少 存在 一 个 
B рУ, TEES 从 


<a) <t e, 
我 们 可 以 令 
ea ZEV, 
L ple) =t #67, 
jm] 
则 
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Eala) 


pdw) _ =l =1. 


> g (z)= Č- " 
т Ува) Ува) 
i=l j=l 


后 从 С) EMER DAOR CH ВЕ а,(т)ШЖС' 的、 


此 外 ， 

Бирр, =5ъррф, = Ӯ, (СО) 
ЮВАО EER Н ҢА, K (Suppe, = P yb Бу 
BHRR. ОШЕН Тє B КТС а), + 
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类 似 于 定义 4 和 定义 5 ， 更 进一步 我 们 有 

定义 4 所 谓 0"(r 庆 1) 流 形 ( 玉 多) 上 的 一 个 广义 1 的 分 
жа-ж Сак 

{2.2026 н} 

GERR теа ЖОШ, 

(1°) {Suppg。} 是 局 部 有 有限 的 ,其 中 Suppgs 二 . 
{к Є Ml g.(z)>0) 为 кїй ЖЖ. 

(2°) Supp д. ЖЖ, 

(3°) 1 ,(к) 1, z€ M. 


BOD BAHET PEM, EA p MER W, tE E) 
中 的 和 在 Wh RAARD ga(*) 才 0. 

ENS 148007,9) n EC (тет), аси M 
的 一 个 局 部 有 限 的 开 履 盖 ,{gajaE4} 是 ( 剖 , 多 ) 的 一 个 广义 1 的 
分 解 ,并 且 Supp gC Wa MR gela Eul D FW aE nh 
的 一 个 广义 1 的 分 解 ， | 

引 理 2 BHM, 2) n fE r> DERE, („ЖМ 
ВО HIRTA, HW. EER. 则 存在 一 个 附属 于 
(ТАА). 

证 明 对 每 点 rC 型 ,存在 * КАВАЙ U EB UC 
W, (ЖЛ eo). BD0M1538, 所 以 必 有 {VizE M) 的 一 个 局 部 
AREAK а). IER а, 4 


Ра Ur; пее оС У.Ф). 
UCH, 


因为 {0 分 是 局 部 有 限 的 , ФИГУ = UTW. с. 显然 ， 


С.си. 
СУС Б ЖМИ у ЛУЈА ОНГА ЕЕ, B VI АЫ. 同 理 可 
AIH РНН ЖАУ}, 这 里 PF。 是 紧 致 的 ,并 且 
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v.CV.cvicCVicw.CW.. 
ARAE 7( 留 给 读者 证 明 ) 对 短 个 a, 存在 对 上 的 0’ 函数 5。 之 0， 
且 在 紧 狼 集 全 了。 上 >0 和 在 Vs 外 如 =0。 因为 了 .CSuppy。 
CFLC WAW ERRAR y, 所 以 


T(r) 
是 M ый С, ВАКУМ ЕН УФ. (9) 
0.3115 
1 
țel) 
gAs) 二 Epa’ 


ТВЕА Н: 

定理 4 ШОМ, Ф) п СОг, ИЕЛЕ МИЗ 
ВАБО С.) Н. W. ERAH. 因而 
存在 一 个 附属 于 {Wa 的 广义 1 WAE). 

证 明 对 每 点 s€ M MEE z -PERU EA, 
ESAD. BAME ВЕ (О Га 于 3 的 一 个 局 部 有 限 的 
开 精 臻 Ts。 显然 : 环 。C 万 .( 某 个 z) ШЕШ. H 

定理 5 ИИ, п SE Cr 流 形 (r>>1)， 则 存在 
mi> DARA СА 

F M >R” x Rx. x В" Ве, 
y 
m + 
证 明 设 方 体 
Ca)={z ER") |2| <a, j=1, ny, 
出 


C"(a) ={жЄЖ"||г*|жа,}=1‚++,,п), 
对 于 任何 РЄ M WI р ЮАН (Оор), В 


9 


gp, (p)=0,C"(1) Co,(U,) 
《至 多 再 作 一 线性 变换 即 可 )。 4 
V,=@z1(0*(1)), 


- nf 1 
е (2). 
ЖЕУ Ирем ЖТ M ,由 于 紧 致 ,可 选 出 有 限 AMW, 
"OW. Da M. HEF W. B J RBE 标 系 AU p) V= 
фгі(С"(1)), 
应 用 习题 3 中 的 函数 了 , 设 
f(@,(z)), #60, 
0, z€ M—V.(V =e; (COCU), 


显然 Ia M-= R 8 C' 的 . 我们 定义 
Р, M> R"x< Вх... x В ВРО 
—  — 


к=] 


为 m+ : 
Р(к)= (РС), ++, ба) Са) уба) Ра) pn (z)), 
H f. ВЕ, fer) pCa AEM БЛ С, RAE U: 外 
ЗЕЕ УО. PR FÆ 0" 的 ， 下 面 可 以 证 明 下 就 是 所 要 求 
СЛ. 
首先 证 明王 是 一 一 的 .如 果 (Pp) 二 了 (gq), 则 对 任何 i, 有 
f(py=f.(q) (@=1,2,++,,т), 
PAR PEV ША 
FoPo (p)= fla) o, (q) 
K 
f. e) = f,(0)2>0 
HEH gEV A o. (p) =p, (0) 再 由 mw 是 一 一 的 ,得 到 p—=q. 
хма, 5 — — аа 
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Р, M-F0(M>C В" 
ЖЕ. 
”最 后 ,我 们 证 明 rank=w。 任 他 jpE H Wp CW, (HEX 
至 少 属于 一 个 }， 我们 利用 局 部 坐标 系 C04sg4) 可 以 证 H Jacobi 
上 矩阵 

РТР opr у= (Е офу!) 
包含 非 异 的 % xw ВЕ, (тапк), =, 事实 上 ， 设 

plr) = (ul, ) =u, pp) =", 

因为 f Gu) fE но АЕ T 1, 所 以 


го), еа). 

TE, 

fe PDSS (fun 

Sual. эсш") 

Olu! pere уи") , 

far soya iwa fono ДЫ a= Onu 
Ey | E 

А а of n др 


gat Са) 0 g au" РС) 50 sir wt fl 


=йе@Ш„=1. + 


85332 E 


1, 证 明 ， 具有 性 质 АШЛЫК СУ, с) E— BB Rü 8 % = 
多 可 数 . 

?+， 用 简单 方 站 直接 证 明 "是 о 紧 的 . 

3. ШЛ, FEARS: R'>R', ER 
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тут Рок 0220, Ран оар 0, 


ET: 


piya! 7120 


(0, 10, 
Р =0, 060, 
一 
g= POETE {0 оиса, 
=1, >l, 
BÄ OKKI H, g'G)>0, 
=0, |1121, 
А) = (2 6-2) 21+2) 20, <L 
=, - 


ба? вт) В) Са) к^), 
4. ШЕЙ. ОЕ f, BR, {#0} 


Fo, 
且 
3 
1, les 
r= Í z 
0, [ri 22. 
提示 
e 120, 
Ф000) = h, A 
eoon P 
` ГЕ 
т@-О+е\ ст) ` P 
是 OF 函数 ,是 


AE 


f(s) = Еа). 
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5. 利用 题 3 或 4 证 明定 理 2 和 定理 3. 

6. Ж 形 中 构造 一 个 CU y, EE E E E ABCD 和 FECD ( 见 图 
42) 内 部 为 正 ， 而 在 其 它 各 点 为 0 、 

7. RUE n CHEM, э ) 的 开 子 集 ， CRU hi Rs pik, 证 明 ， 
存在 一 个 МЕРС" 函数 ,使 得 01220, Е UBA RENAR 
内 是 0 。 А n 

8. WIUJ E НА (ЛГ, й ВАТЕ АО ВЕЗЕ, 证 HH, 4 
#— MI REC) ER 

GEU, (@=1,2,6), 
提示 ， 利 用 归纳 法 构造 FF, 及 C,= V ИШЕ, ФУ, 
МОО СУ СР: CU, =), 
车 已 构造 了 Уз, НС, A 


РАЧИ UU Ur = (й=1,2,++4—1), 


则 邻 开 集 六; 满 是 
MVU VF U UU CVCT CU ,C= 

9. (M, 2 ДЫҢ А.й) в #С'(т>1) Ж, АСМ,], A>R" 
是 局 部 C' 的 ( 即 对 任何 ZE А, fF fE МН ib JE RU, E ua e ГЕЈ, 
RO Со). Л. f ДЕ ОСШЩ ЕЛЕ АЕ U, EAS 可 以 延 拓 到 U E 
С"). 

їй, f ЖЕЕ ku | ACE Сот 4 WARI? 

10. #{,1#=1,2,--}Н{к,1}=1,2,-+-}# ЖИДЕШ ҖЩ+ л С' Е 
(м, э) УА ЕНУ ЛЕ С ОҲИ 0 的 1 的 分 解 (rZ1)。 

IEW, (fogli ј 1,2,5 АЛО НАТЕ АО ВЕЗЕ {UAV} 
C0' 的 二 的 分 解 . 

11. та ССМ, э) n E С' (Ж КИНЕСИ, , 393) 的 闭 的 正 刚 
子 流 形 。 证 明 存在 ли) КА 0 FN U), Ah Up.) 是 БУЙИР 
жж. ЕН URAS MDAX REU pa yË M tnt e 2.3 定 理 
2 中 的 特殊 坐 针 系 ， 如 果 选 取 { 了,} 为 附属 于 3: 的 {Ze]} 的 广义 1 的 分 和 解 , 则 
Р ЕЕ 并 ,的 局 部 有 限 的 开 故 羔 {U。 阁 74,} 的 广义 1 的 分 解 。 

如 果 M Èo ki MERU Ў, 101,2, РНЕ СР 于 :的 局 部 有 限 
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КОСО НО 1 09288, 而 
Ifdleli=1,2,:.-1 
是 附属 于 对 ,的 局 部 有 限 的 开 履 盖 {C7,mn M.R) 1 的 分 解 - 

如 果 寻 , 是 紧 臻 的， 我 们 还 可 以 使 { 卢 } 只 有 有 限 个 元 

12。 设 {Uo} 和 {Vs} BDE я KE (M. 3 ) 的 局 部 ; пыта, Ш 
IU, V Hb Ж БРГЕ ЯЙ Ж. 

18." Hi Whitney[ 1] Т. WRM, ө) n ЖЕН) С, В 又 是 4 
空间 , 则 存在 ОКА F. М-н?" АШ РОМ) Р РНЕ. 

从 这 结果 可 以 推出 ， 任 何 一 个 Ай п Ж C 3: 流 形 有 一 个 实 解析 构造 。 

14. ШСМ 2 ORM эу BE m St fan k СЕН ПЕШ. К, М, 
М, O'RIS AHE O” AESi M> R'(S 2.2 EX 3 f: P, M > R' jk: 
С", 

15. 证 明 引 理 1 中 的 gE z=0 不 解析 。 

16, ЖЕРЕ 1(2”) 的 逆 定 理 是 否 成 立 ? 举例 说 明 。 并 对 照 8.1 定理 2, 


54 ИНЕ, ЫЕ 
. 4.1 DER. +75218] 
例 1 ЛФ, G, Ари, f G, 上 连续 可 导 。 


х0) = 
(5652) @› 
特别 地 ， ` I 
х,а адз. Узата, 
= m. 
其 中 Kronecker 符号 


р. i=j, 

0, 543. 

容易 看 出 ,对 上 述 所 有 的 J. Х.Г 的 值 完 会 确定 了 向 并 (事实 
上 :对 所 有 的 二, B Xr =a 完全 确定 了 向 是 X,). 

此 外 :如 果 含 p 的 开 集 
GCG, N Ga 


flc=8lo， 
NADERE 
X,J=X,g. 
жа) 还 可 推出 以 下 的 简单 性 
质 ， . 
G9X,.(f+g)=X,f + ХЕ. 
Щщ 43 (2°) X,(ef)=cX,f(e G R). 
GO X,(fe)=zg(0)-X,f+f(n): Xg. 
其 中 cf 定义 在 G, E, f+g 和 fg LES pH GNG 
E. 
1. F 
定义 1 B, 2)E n С" KE, 
F,={((f,G P| PEG,CH, G, 是 M ОЁН. G, ÆC 


H. 
HETES p HFR 
GCG, NG ip 
使 得 
ЕАК 
ЕГ 


(f G,)—(fa Grn) 
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容易 看 出 一 确 是 一 个 等 价 关 系 。 等 价 类 
{f}=40 G Gn б DAAE G) 
ВК C” ТЫ f E p AWE. 记 FA p ARFA. 
于 是 定义 运算 ， 
1f)+4eg)=1f+g5, 
ctf}={cf}, 

17-а (Рв. 
ER, 在 第 一 和 第 二 两 种 运算 下 下 /~ 形成 一 个 向 量 空间 ; 在 第 一 
和 第 三 两 种 运算 下 王 */- 形 成 一 个 环 ! 因 此 ,在 三 种 和 运算 下 ,了 /~ 形 
成 一 个 代数 (注意 , 由 于 定义 域 @; 随 了 而 变 ， 故 F, EBA f + 
g, cf, а 下 不 形成 代数 )。 


2.( 道 变 ) 切 向 是 
定义 2 ван 
X, P/— R 
их) 
满足 条 件 ， 


(1°) х, (gy)=X,(f)+ X,(8). 
(2°) хо) ХАР). јен 
G°) Х,а) а ХХР Ха} 

= (р): ХНС) Atg E). 

TWF х, 为 p 点 处 的 一 个 切 向 量 , 
定义 2 如 果 映 射 

Xx F,— R 
f—>x,f 

HERE С (f. GQ, W X,f=X,f,, BA 
(1°) X,(f +g)=X,f + Xg. 

(2°) Хр) = Xf. jare 
(3°) X,(f-g)=zg(p):X,f+f(0): X CE. 


* 147 ° 


ОХЕ G, =G,,G,, =0, 0, Ge 中 人 Go) МХ, р 
处 的 一 个 切 向 量 . 
_ 不 难 验 证 定义 2 和 定义 2 是 等 价 的 (本 质 上 并 无 区 别 ) 。 
3。 切 空间 Т,(М) 
定义 3 WT(M)=1X,| X,2 p АЛИА) (有 时 ,为 
з, рах, Хх). ШЖ X, X XET AM) c CR, 
我 们 定义 运算 
(жх РХ, 
CXS e ХЕЈР), 
容易 难 证 X +X, eX 满足 定义 2 中 的 条 件 1°), (20), (3°), ik 
K+ X, eKET MY, 
并 且 满 足 向 量 空 间 的 备 个 条 件 , 于 是 T.C M) 形成 一 个 向 量 空间 ， 
称 它 为 切 空间 
定理 1 Т„(И) п 维 向 量 空间 。 
证 明 FERE ”个 线性 无 关 的 特殊 切 向 量 。 
HAEREA, ph [i512 n). RELER 


(эх), (ше), 


为 简单 起 见 , 省 去 р.а 


ШЕ4 


Ê, 9 

ĝri* Or 
Баи 

д 
Эа FR, 
og! 
зге ер). o 

显然 ， 车 


(FGD Gn); 
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W 
ô 
Ox: 


Ніж. 


as зба в) О рову) 


ôl feg! ерт! 
= pp) EE (рр) 


26 д 
“бас Í 70276 


де в) 


зт 6р = 
ЗС) (ср) ед. 
e рі) 
G°) = ELE eta) 
-epii Eo) 


+з! (ө(р)). БИ 
еар бео) абс. 
шах 2, фегЄТ, М). 
此 外 ， (Туз (о ата of —0) ННЯ 
Jort 
в (254 20. j= a(i E 
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вд 150-6 EEA 


BEHER X, ETON, A X, =I (Xa) 2r, 
i=l 


于 是 
КИНИ 
дх! дг 

ÆT ODHE, 为 此 ， 对 任何 fEF,, 在 含 p 的 局 部 坐标 系 

(Usp) (а?у, RHE 

Fop Hat, aO Пё fert, e, e"), 
而 p MEERA Ca, a, FË 
Лата =f (al, as) 


'df{al+tle' =o), ,n+ tr ат) 
+f. TWN dt 


=[(а!,+.+,а”) 


+ f Y tretat), o ra) -ta'a dt 


一 fo o,a) + sad fapa") p 
95 
其 中 


1 д} 


fel... z") 一 ogle tia), oati a*a") dt. 


Гаї, уат) hta, a, 


图 44 


所 以 ,由 定义 2 中 的 (1°)(2°)(3”) 有 


X,f=X,f(a1,.. + у Х,а a) f Gat... a") 
з= 


= X% 
+ Daad X,f, 
1 


Ы К) ш д 
=з OX BE ауса = 5 (Хуа 


ФАЗЕ 
X, )=X,G:1)=1:X,(1)+1:X,(1)=X,0)1+X,(1), 
X,(1)=0, 


х,о) =Х,(0-1) =0Х,01)=0 (e€ R). 
所 以 ， 
.I51. 


ы д 
Х,= у (Хез. Ж 
i 


4. 坐标 基 的 变换 
设 有 两 个 局 部 此 标 系 : 
(U.,@.) а)» 
(Usps) уб. 
于 是 在 U, U, Аарне, 


Š Of eps) _ к ӘСР gad). = "дл? д 
ду" f= ay == Әд? (5 ду! Or’ үн , 
所 以 ， 
dr! д 
з= Ear БЕТШ 
ap 


5. ИБ ЕЗУ КЖЕ 
因为 


ng ay д 
У gpx = Дете De 2-98 Jy 


sml 


= (Ое), 
所 以 ， 


oy: , 
T 
iml 
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即 


(HE 
e ду" 


5 


ду" 
л". 


@ 
(:) (3) 
а" 


其中 {c 了 和 fp 分 别称 为 切 向 量 X, ТАН r) ЗП Ху) 


的 支 量 。 由 此 ,可 给 出 古典 切 向 量 的 定义 ， 
ЗЕН, p 的 局 部 学 标 系 的 全 体 ШШЕ 
X, H,> R°, 


定义 2” 


使 得 对 任何 ts iy EH A 


X,((z'))= (ат, 666,9"), X ADE e B"). 
AHEZA , 则 称 X, 3 p 点 处 的 一 个 切 向 量 . 换 名 话说, 如 
RAT (3), 则 称 (а) ~ (8), 于 是 定义 切 向 量 及 ,为 等 价 类 
[ce 

6， 切 向 量 的 另 一 定义 

定义 2 jJ Cu(M)=((p.o)|p€ М,о,(—а,г) > M ж 
C {зо (0)—p)(H ñB CG” 曲线 的 空间 )。 在 Ca (М) Е, ЖАП 
引进 以 下 的 等 价 关 系 : 

de 2 d(x'og’) 


(POMP OE TP | C C dt la 


G=1,2,-. n) ,这 里 {x} 是 p атан. 
WR E p 的 另 一 个 局 部 坐标 系 , 则 
Зоо) so) -三 水 dao, 


It, LES 538 Ak ЕЕЕ sh RRNA. 
ТОМ) Cu (M HEMEL OHAR. XET), 
称 为 一 个 切 向 量 ， 元 素 (p,c) EX, 称 六 是 切 于 (p,0) 的 。 
ita, Си(Му>М,л(р,о)=р, RR | 
(PO ~ (р',о')эт(р,о) =л(р',9')=р=р, 
Е ВОНА а) ТОМ) М, ЖХЄТОМ) 
Mir X)=p, WË X Xp 点 处 的 一 个 切 向 量 ， 币 p, 0м) = ` 
aTi p IRA ?点 处 的 切 空间 ， 
设 (U ,ф) „(а р АННА, ХЕТ, (М), (p,o)€ 
К,& 
PDS (miah a'm | 
容易 看 出 页 不 依赖 于 o А ВЕН Ф, T (MR 是 一 对 一 
的 。 我 们 还 可 以 证 明 
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Ф(т,(М)) = В", 
Ж е Са! a") GRh 
002) = ((ф(ру+%(а!,.++,а^)) 
хи об), А-АА ХЫ (р,0у 
前 , 则 
P(X) = (01,5550), 
MET 6), (y 4 p В BARERA (0) = (д, 
`. 8°) Bl 7 
pigo -igj “шю -Ew <, 
Aik pop RR ETERRA. 
HTE ARER, X, YET AM) (ЖЖ 
АХ + ШҮ =p [Ap (X)+n@(Y)] 
RAPP :是 线性 的 ,所 以 上 式 
mx Ki ТФАЙ. ТЖ. 
T,( M )gb 2—11 Bl, 
(参看 图 46)， 而 
PTM) >R 


是 一 个 同 构 . 
7。C* 映 射 的 微分 F,， m 46 
定义 4 ÉM ZOMM 2) ВИЕ тве Се 
E. 


Е, М.-М 
是 O" ДЇ, ВИНЕ р ДАШ СЕ F BJ Jacobi IA) ДЕНЕН 
Р... ТМТ, (M), 
使 得 对 到 (2) 附 近 的 任何 С” KAR 了 ,有 
F.,(X,)f= X,(f° F) (X,e?,(M)). 
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《作为 习题 ,读者 验证 p. (X, ЖЛ FP (p) 点 处 的 切 向 量 , 并 且 
卫 。 是 线性 映射 ，) 特 别 地 ,有 


ғ.) в реву 0007) 


„ёоо бу „(9 gh), 


i=l 


REU, p), (а (Vs), y) 96 p Tü P (p BJ y shin 
ж. ТА, 


ЕЕ РЕ: (4) 
ғ. 2) ду}, бу Да 


эп (927) Р. ЗЕЕ (у Jacobi EF, 
в 


Х»= 55 g Рах) в, 


Я] 
È eb- r Eeh) Ë er.) 
- е б D(X 905). 
于 是 ， 


j В: Jr gm Í а 
| : |= зе (5) 
А ду" ду" m 
В gz! д" а 


Тн), 
к! 


22 A 
E Д" 
САД 


„ЛАШ ерт» 
了 


Aa „7 *“* 


р”! 


了 To 


图 47 


例 2 H, 230 СМ», @,) 分 别 是 m ЕП 维 的 0™ 
К, Mi 是 М. 的 正则 子 流 形 。 因此， 可 以 选取 特殊 的 局 部 坐标 
AUW, phiri list уту Иа! а,в М 和 M, 
болур, B IE 


M DU СЕ |204) = 0, m+1s<Jj=<mn, 


# I Mi >M, ЖЕАР И 
: Тат BOI CAM CT uo (Ma) 
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эт”) 1 0 0 s D 0 

: о : |, 

гк”) 1 0 += 0 == 
所 以 ， 


1.007) ает), 
由 此 ,我 们 可 以 将 М Ep 点 处 的 切 向 量 


no o, 
xX;= аул 
i=l 


与 M, ЕРКИН 


Тат), (0 )) 
就 是 一 个 同 构 ( 参 看 图 48). 


例 3 积 芒 形 的 切 向 量 空间 ` 

B(M, 2) (М, 22) $r B| т fA n С" Ж. 
DE PE {rw 和 {yy 分别 是 pi 点 和 ps 
点 处 的 局 部 坐标 系 . MPR (ml... m" yl, s.s y") E Мах M, 
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(р, Р) КАБИНЕ. 容易 看 出 ,投影 映射 
ma Mix Муз» Му, #19192) =й, 
ma Í Mix Муз Му, жоу) = qas 
# С" 上 映射, 于 是 ,从 
(mw), :To М x M;)>T (Mi), 
(ms). To, o (ХМ) Т, (М), 
可 以 定义 
((m).. Сяо) Te рК М М), СМ) РСМ), 
((mi),,(m,),) XS aX (mo). X). 
FEER Слу), Саяз) Ji. 设 
KEP, (М), Xa CP МӘ: ХЄТ (Мах Ма), 
EMATERA 66,8), уте уну, Сал, от", 
Porno УУ А (al... а"), (D 50, B), (а!, 
тат A... В") WA 


(ri) (л), Х= Хә, 


ЮА, 

Ст) Сло) = (ба), (т) )= (Х.Х), 
MERZIA (Cre Сяо) ) 是 一 个 同 构 ， 今 后 ,在 同 构 
((mi).,(ms),) F 38 

Текә M Ix Mi 和 Ts CH) хт, (М) 
视 作 是 一 样 的 。 


4.1 5 


1. E T,CM)= {ХХ 29 p ЛЕНА) R] E 2: BJ (出 定 
ACE renh 
. 2 AHM, а) n RECRE, З FEBJPIE ЕХ 2, 定义 2'、 定 
文 2 和 定义 2" 实 质 上 是 -… 致 的 . 

定义 2" sn X 2" (М, @) ЖЕ n#kC'(r221) НВ, ЖАНРИ 
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用 ? 

对 于 定义 2 和 名 回答 上 述 问 题 ,并 说 明定 理 1 是否 还 成 立 ? 

3. Ж P M > М, 0°, В Р,,(Х.)ЄТ, (M ФР, 
РЫЯ}. . 

4. ЯЕ НЕМАЕ, M К„„=0 NR fE f X ETM), 有 
FP.,.(X,)=0), p€ М. ШК, ЯЕ M. Ж Ш.Ш B Rar. ШИМ, 
不 连通 ;结论 如 何 ? 

5. Р.М. М, АО, AREL”, mR, 
o". 

(ЕК(р),Ё о) (P(p') P s of), 
内 此 :诱导 出 一 个 男 室 亲 之 癌 的 映射 
Pa, TAM) > Trn H) 
X,= PON Fa X =ГСЕОр):Е ° т}], 
6, R 2, М.-М,.6.М.- М, BLS СВА, НИЯ sh EA 
(6-Р), Garip t Fap 

т. оњ, M. M: THOE Hiie mtir 

8, WREN а НАНОСА... МХ, Хр", 是 否 还 
与 原来 的 定义 等 价 ? 


4.2 CC 向量 场 和 积分 曲线 


1. C" 向 量 场 和 积分 曲线 

定义 1 ЩОЧ,®Ф)уж а ОЗИ. АС NH， 所 谓 在 集合 4 
上 芍 一 个 ( 族 变 ) 向 量 场 匀 是 一 个 映射 , 它 对 每 -点 PE ,对 应 着 
唯一 的 … 个 站 ;ETA( 寻 )。4 称 为 这 个 向 量 场 的 定义 域 。 

以 下 我 们 总 假定 4 是 邓 的 于 集 (ЕЖЕ А = M BL 图 49). 
如 果 对 于 每 个 点 PE 4， 都 有 一 个 少 的 局 部 坐标 系 U, ph, ir) 


(CA), @Х=}Лобу уа! JE D ЕЛЫ С' й, MB X 
i=] 


EC 向 量 场 ， 特 别 当 一 0 时 , 它 是 连续 向 量 场 , Ч г ор, E 
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图 49 


是 C" 向 最 场 ,由 §4.1 中 (3) 式 可 看 出 , 上 述 定义 与 ?的 局 部 坐标 
系 的 选取 无 关 ， 

定理 1 OH, P) Æ nE RE. ШИ ЕЙ ЖО ХЕ 
CPES БГ Се Е f, ХГС Р), ХРА ЕН 
СЖ. 

证 明 (=) 对 任何 pE 寻 ,在 了 的 局 部 坐标 系 (0 ,9), ah 


,0(fogp!) 
Уа DEX 


Ж Сеј, 
(€) HEM p€ M fe p Bein (U p) ia tH, E 
84.1 定理 1 的 证 明 ， 


X= E (Хез. 
HANE a'=Xa' 是 C* 的 ， 为 此 ,利用 总 3 习题 3 构造 一 个 M 上 
ЖЕЛЕТ 
ШЕ 
(‚Сй р Л), FE 
ЧА 
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是 CH, + 
定义 2 W(M,2)E n СИ, WCR EFR, M 
称 C 映射 (不 是 映射 的 象 焦 ) 
s, W >M 
为 M 中 的 一 条 C" 曲线 ,通常 ,我 们 说 
ola,b]=>NM 
是 一 条 C7 曲线 , 指 的 是 о 可 以 延 扬 到 含 [a ,要 的 开 集 全 ,使 得 
с И-М 
BCH, 
Жом ОЙ, (U,p), (w, +o; my 是 售 
z (8) (t 称 为 曲线 о 的 参数 ;的 局 部 坐标 系 ， 则 对 每 个 上, 确定 了 -一 
Ah о 的 切 向 昌 ( 参 看 图 50) 


т09=, (ir) Fm 


G t djdi b 
= 
图 so 
有 时 简 记 为 
TC0)=(2 (a), erg (0)y, 


特别 当 并 二 :了 时 ,Tel 和 ) 就 是 一 条 从 数 曲线 的 “速度 "向量 ， 
例 1 在 定义 2 中 ， 
" а( коо); Ө 
003-000 aa) )! 
САТ 
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ofp t) (жоу _ afou) 
= dad C C dt ° 


=) 


例 2 Up), (z E п OREM, 2) 的 局 部 9 
Ж. 则 坐标 曲线 
G (Hl pal =h ++, ,а!,лд{1,+++,а1), ЖЁБ) 


的 切 向 量 场 为 (可 27) WAR 个 坐标 后 最 场 ( 参 看 图 5 


[> 


标 


图 51 
йз жт C hapu Ei MAR 我 们 可 以 给 出 C” 
ВАЕ, М.-м, Р, 的 几何 解释 
Жо М, bA О” 曲线 , M Foo 是 Ma 上 的 一 条 C” 


юй, 并且 
т.о) A) ево (ат) К.Т). 
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参看 图 62。. 


图 52 


Реч ЛЕМ. С” Тс 是 М, 上 的 С° 曲线 时 , 则 
Iso 是 Ma E CORRO ERRIN. TE 
Trost) 7 (TD), 
例 4 лел", ШУН 


了 一 个 4 一 1 维 0 EIFU М. 
жой м ЕЙ С” 曲 级 , 则 


Er) 0 
u w s a 


=l 
特 F(a1(Iso(1)), o ws"(Too(t))) =0 
的 两 过 对 上 上 求 导 得 到 
"Ө d(O leo) _ 
Os a 


i=l 
ЕЛИ ЕЖБА ЕНИН E S А ИЕ (SRRA 53). 
定义 3 设 X 是 n 继 C" 流 形 (M 多) 的 某 个 开 集 上 的 C0” 向 
Е О” 曲线 9 REX WELEH, 并且 PEX os 
则 称 ? 为 了 的 积分 曲线 或 流 统 参看 图 54. 
定理 2 (积分 曲线 的 局 部 存在 性 定理 ) И хасе 
ЗЕ САГ, ОЗЕ ЛЕЕ LI Се 向 明 场 ,p 是 XX 的 定义 域 中 的 任 一 点 ， 
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H 54 


ЗИРЕ ТАГ Б, 存在 ?>0 ЖИ ОВ Җо,(б—ут,Ь+т)->М, 
使 得 o(b)= p 和 o 是 X 的 积分 曲线 。 

证 明 设 (U,p),{z 是 了 的 局 部 坐标 系 , U 包含 在 X 的 定 
Lh, $ 


= EU ЕС" 函数 ， 
о 是 的 积分 曲线 52022) 


а) 25000), MERTSI 
dr’ 
ҮТЕ 
应 用 敏 分 方程 的 存在 和 唯一 性 定理 得 到 r>0 和 z (t) , 使 所 确定 


"165- 


sac (i=l, tn), il 


=at(r', ear") (i=l, eran). 


бу С" а Н ПОТЕ РИЙ m Pr SE kinh К. $E 
„АЕ АТОН — Jb ИПИ CRR О" kikpa qa b 
和 点 2. 

下 面 我 们 指出 ,一 个 向 量 场 可 以 认 作 为 < 无穷小 变换 ”. 

定义 4 ЖО А А. MoM 称 为 时 的 C” 变换 
的 1 做 数 群 ,如 果 映 射 

h, Rix М-М ,het,p)=h,(p). 
满足 ; 

G°) АЕС 的 ， А 

(2°) aa = heh ARAR t. sC R:, 

(3°) h 是 恒 等 映 射 (于 是 h = hi), 

1 参数 群 h. 在 M 上 诱导 一 个 向 量 场 ， 事实 E, 在 每 个 点 
pG М ih (p) k — Жі р О” 曲线 , 称 为 ?的 轨道 ， 我 位 
定义 X, 为 这 曲线 在 р 点 处 的 切 向 量 , 即 

x,= x dz (02) н й. 
ED h С" ARR > ELT M Б — 4 C“ FI Ж 
É X CRA 1 参数 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

此 外 ,站 上 的 每 个 C” 向 量 场 不 一 定 产生 M 上 的 С" 变换 的 
ФЕ. HE АНЕ ВО, N 

定义 5 ЖО 局 部 变换 h. V M (V 是 M 的 开 集 ) SK 
为 局 部 1 参数 群 ,如 果 暴 射 

h, (—eye) xF>M,h(t,p) = h (p). 
WE, 
(1°) ВАС", 
(2°) h, АС) С" ЯТ, Є (е, г). 
СЛЕДА 
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(3°) WMR г, 8,7 +аС (—e,e),p,.h,(p) СУ, Е] 
ћ...(в) = hh, (р). 
定理 3 хп ОНОМ, 2)" АЖ, p € М. 
则 在 在 ро 的 一 个 邻 域 了 P o ТЄ (е, С 
部 变换 ha Уз M 的 局 部 1 参数 寿 , 它 诱导 出 已 给 的 向 量 场 互 ， 
证 明 1900,0), {x 中 是 po 的 局 部 坐标 系 , 不 妨 设 wi(po》 
=r =a p=, 在 U 中 令 


x= аб, Tn) Rr 


考虑 下 面 的 常生 分 方程 ， 

аа) е, (Оу ен. 0) 
REAO, o AO ЕЛ ш ЫСЫ; 
在 唯一 的 0" 函数 组 


(за) 0 se) tl ew (а,в) jl 
它们 对 每 个 固定 移 z 形成 了 微分 方程 的 解 ,并 和 满足 初始 条 件 : 
hi(0;5)= ай (2) 
信 Ав) = (Абду, h(t)) 
Bl<eoz€V i=(s]||z'|<à). 
如 果 
|#],18],]#+31<]# 和 rx, he) EV, 
则 
в) = ym) 
是 满足 初 她 条 件 8 (0) = 天 (sz2) 的 微分 方程 的 解 ， 由 解 的 唯一 
性 定理 ， 必 须 
EDER %,(0)). 
这 就 证 明了 
ht) = hh (а) = heh (Cs). 
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由 (2) 式 ,加 ЖЕУ, hua 64546, ДЕЕ его 和 б7>0, 使 得 
м< 时 ,对 于 
V=(xllzi|<1,8 (ӘСЕ. 
因此 ， 
h eh (5) =, u (a) =h) =g, t| <, z CY, 
这 就 推出 了 当 | 引 < FF, V A (V) С“ А, h, 是 
定义 在 (一 8,8) xV 上 的 局 部 变换 的 局 部 1 参数 群 , 从 h, ВОКА, 
БЕЛУ 上 诱导 出 已 给 的 问 时 场 X. + 

Ж Ж Fig Er” Ep., RIEA, WRN TENE 
(一 es) x 了 上 的 局 部 变换 的 局 部 1 ФОУ ,和 名, 诱导 出 相同 的 
向 量 场 , 则 它们 在 了 FERA NOE- pE). 

ELG RX Eni CRE, 2)i OiR. mE 
在 M B CRRA 1 BRR ho CAN X, Ш X Ее 
an. 

定理 4 ERROREM, 2) E, Л CU KE N R SE 
备 的 ， 

证 明 HFEA pe МДҮ (р) p HERE, 使 
Я X elp) eh x V (p) БЕ C" 局 部 变换 的 局 部 
ІЗА. Bp MU RRR MARUI p€ M) 有 有 限 的 
ВЕЕР Ср) = 1,5765). 2 

e=min{e( pi) i=], sk} 
ш КИИНЕ, 不 难看 出 ， 可 以 拼 成 一 个 定义 在 (езе) x M EB) 
СВІ 参数 群 h， 因 此 ,可 以 延 太 到 R М, E h, ЕЗЕК 
1 参数 群 ( 留 作 习题 ). + 

2. [X,Y] 

定义 了 RX fn V EREM, 2) 的 开 集 F 上 的 О“ 
量 场 , 定 久 [X,Y 如下; 

[X,Y.,f- NAT HY XI) 
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(РЄ, X V ЕЧ б“). 
容易 验证 [X, 了 J 是 上 的 0" 向 量 场 , 称 为 六 和 了 的 交换 子 积 或 
方 括号 积 或 了 关于 X f Lie 导数 . 
引 理 1 [X,Y] V EH CHE, 
证 明 设 f,g 是 0" 的 ,XE В!,}Щ 
LX YISH) =X A+) Е.Р а) 
=[X,(YJ)y-Y,(Xfy1+[X,(Ya)—Y,(X2)1 
=[X,Y1,⁄/+[X.Y1,g. 
[Х,У ](А}у=Хх,(Ү(А}))—Ү,(Х(А{)) 
=A X -YAX D]=AX,Y], f. 
[X,Yl),(fg)=X,(Y(fg))— Y,(X(fe)) 
=X,[fY£g+gYf]—Y,[fXg+gX7] 
=fG)X,(Ye)+ (X,fX(Y2),+(X,g)(Y fy, 
+g(p)X,(Yf)—f(p)Y,CXg)—(Y,f)(Xz), 
—zg(p)Y,(Xf)—(F,g)(Xf), 
=f([X,(Ye)—Y,(X2)]1+zg(p)[X,(Yf)—Y7,(XfX 
=fGQ)[X,Y]J,e+zg(p)[X,YF1,f. 
ZREATIX, YLE, M), MEMI ЕН [X,Y1f= X(Yf) 
-YPE C ШЖ ELY, YE C Ж 
定理 5 设 P 是 0" 流 形 (NH, 多 ) 的 开 集 ,全 ,了 ,2 是 上 的 
С, fogh iV С" Аде В, ШГ , JAU 
ТЕЖ, (029, (DU ,gp) 为 局 部 坐标 系 ) 
0°) [Х,У]= 一 [了 ,X] ОФ). 
[X,X]=0. 
(2°) [AX +=uY ,21]=ALX, 21+ 4[Y, Z]. 
[FAY trp2Z1=ALX ,FI a [X,.2). јахан 
(3°) [fX,zF]=fOXe)Y—zg(Ff)X+fe [X ,Y1. 
(4°) [X,[Y,2J]+[Y ,[Z,XJ1+[Z,[X,r11=0 
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《Jacobi 恒等式 )- 
„у |]. д 91 
5% [s= ” Or: |=» 


(6°) жх = Deg Y= E: 2 35, 则 有 


(0608 ааг) ар 
证 明 (1° (2°) BL PR ЛЯ). 
(3°) [f X,gY]h=(FfX)(gY)k—(gY)(fX)h 
=(fX)(g-Yh)—(gY)(f: Xh) 
=fg(XYh)+J(Xg)XYA)—gf(YXA—g(Yf)(XA) 
sf Xg) Y -gO PX + fel Y Dh 
(4°) Іх, [Y,Z]J1f=x[Y,Z1]f—[Y ,Z]X f 
=X(YZf—ZYf)—(YZXÍ—ZYXf) 
=(XYZ—XZY—YZX+ZYX)Í, 
出 由 对 称 性 得 
(IX, EY, Z+ [Y [Z,x)]+[Z [x Y11317 
=(XYZ—XZY—YZX+ZYX)/ 
+(YZX—-YXZ—-ZXY+XZY)Ť 
+(ZXY-ZYX—XYZ+YXZ)f=0. 


G [25 уг у= эре?) 500—7) 


0/91) OHS pt) 


7 Өх'да! уд 0 


a пуза узв 0 1 
69 LX, YJ- едт, EA 3] 
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_ fe ÔR io д 

=E eS nasa Ж 
FERMADA YIRE, 

定理 6 RIMYÈO 流 形 O2) БС". hum 
和 产生 局 部 变换 h, 的 局 部 1 ФЕН ЫН 
СХ, Ји У — (0.71. 
Da 
更 精确 地 f 
[X,Y),—-lim+[Y,— (0.73, PEM. 


证 明 ИРЕМ Fü С” САТЕ р ЖАРНА). 
+ 
fü,p)=10(p))— Рр), 
它 是 (一 ey8)x М-> ЕС" 8, B. РО, р) = f holp) — Fp 
={#0р)-- 0р) =0. (ТЕЕ . 
zh m=- ойыр) ds (nn ER), 


ио. 2700, p) E 


TA gO, p) С°. gO p) = = 
_(!'9fF0s. p) di 1 
eu ю= f Sta ИТ 

= 00р) 01е, 


”TFT 


斯 以 
fa, psig p). lice. 
Тее] tig, 1 (60р) =60,р)). 
由 此 得 到 


вор) = time,(2)= limg (ї›р)= lima f (p) 
Sim ГА, (р))— РОЈ 


-HAI _ 
=; _ f. 


Еу 
во=Х]. 
aj 
CRE) ООР) коер) 
SEFE) wp = Пар Ti: Оа) 
和 


im 7 у ТОР), ОР) 
іта) киш). 
“ХУ Рахит 7 
Хр) = 00,127. 
这 就 证 明了 
[X, У] =н, СВ). Ф 
3. mm- 向 量 场 
定义 8 W(M.2)E nk C" WE Inkap e ipe M, 
都 对 应 着 了 (2 ) 的 一 个 m EFA RAN XO, HRERS 
ЖОЛАН ХО М 上 的 m- 向 量 场 或 m 维 分 布 ， 


. 172* 


图 55 


如 果 对 任何 pG М, ef p ЕТ У L N C ËI Ж 
Ху, EEA EF Хур), ХФ) ХУ? 
жЩ Хез С” 的 . 

УЖ Мз C И, 3 Wb рс М, 
T Cn,(N))C ХЗ (взт у, N 是 X” 的 广义 积分 滚 形 , 当 
s=mBf, fk N 是 狱 义 积分 流 形 (这 时 LTN) =X). 

如 果 对 每 点 PE 于， 通过 厂 都 存在 一 个 т 维 的 狭义 积分 流 
ж.м хедер. 

REDE S m=1 ВР, В АЕА А П Ray hs 
ЮЕ. 

ESG ЫХ M LU mR ni q 8 T ОТ 
任意 C= R Yo Ya Yp) YAP EXM, рУ), УЗР] 
BERF XO О” A BS ШЖ XOH, EHME 
是 对 合 的 . 

ео С, Хае Xn HERES В р Хов 
с" ЕБ, Д 


173 


[Xo х= el, X, (RF X) ijl pem, 
上 一 上 


WRX o Xa > JEH, 
引 理 2 gop eh ЖҮ рю C" 函数 . 
证 明 ШРЄ М Ae HE p АБ. M 


[X,, X Jem у eh Xari j=l mm Ll sk, 
k=l 


由 于 {X1,…… Xm} 是 线性 无 关 的 :县 


-9 
X, 5 к Xs] Ош! 
=) Хк! e Хв д 
Оа" 


所 以 
Хук! ee Хук" 


ea J=. 
ТР 


ЖВНЕ p 点 附近 有 


Xi! + Хул“ 
ea + 55 
Хі ++. Xat” 
则 ck... в 可 以 当 作 未 知 量 从 头 т 个 方程 解 出 ， 这 就 证 明了 
сву 上 的 С". + 
引 理 3 E XE Се, 
XO EREA I... X. EB. 
证 明 (=) 显然 成 立 . 
(E) ШҮҮ; BT ХЕ O SED. 


` 
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т я 
Y= DIX Ү=}ле,Х,, 


i=l г] 


则 类 似 于 引 理 2 MENTA fo z, 都 是 了 LACER. #48, 
Рах, х, Је УХХ 
i=l ¿=l 3 i=l 


= EOX ESX ja [XX 


aIl 
LERT X° С° 向 量 场 . # 

定理 7 IE nH C W É CM ,@) E B C“ m- B) 8 
Be. M| ХО аре И, 

证 明 (2) 因为 区 "是 完全 可 积 的 ;所 以 对 任何 p € M , fE 
在 一 个 通过 p 的 狭义 积分 流 形 N , 它 是 M (md C TOE, He 
了 的 特殊 局 部 坐标 系 ix'，… ,x"}, 当 局 部 坐标 邻 域 充分 小 时 ， 
hoe a ERT N 的 8 的 局 部 坐标 系 ， 如 果 了 1 和 了 ;是 属 
+ X° "的 任意 C" ARD S 


Lo E (а ғ.) z (Er 


-5 К га. узт z: (эз 7.) ar, 


AA YJET X” СЕНСЕ H H Хо ДЫ 
m-i), 
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(€) (Frobenius 定理 ) 如 果 Xt" EHAR А БС" 基 
ЖЮ Ху, Xa) БЕГИНЕ ЕЗ p€ М, в] Ai W 
一 个 局 部 坐标 系 {xz!，"… EE ХОНАЕ 
9 0 
От 7да" 
张 成 。 这 时 可 以 看 出 方程 组 
да", gr mg", e "=a 
给 出 了 一 小 片 过 2 点 的 积分 流 形 ， 
现在 用 数学 归纳 法 来 证 明 充分 性 。 
当 m=1 h fE p 点 选取 局 部 坐标 系 (FV ,9) (yl... yy Е 
(PD) 一 (0,，-……,0) 不 妨 设 在 这 局 部 坐标 系 中 有 


ы д 
Хү= Уау, ey) ay ‚41(0,+++,%@)®0. 
1 


命 
S= ra") EV Le atie, 
Эр, Еф рш C 的 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 
Kuasa 
y1(0)=0,y2(0)=z2,... .y"(0)= z". 


由 常 微分 方程 组 理论 可 知 , 当 еЗ ДАНЕ, EW, (522... z) 
Пе, аре, ео Га" < 内 有 一 组 О“ 的 函数 


у= фі, 22,0300"), iSl, tR, 
它们 满足 条 件 (y'，,…,y") ET , 且 是 (3) 的 一 组 解 .这 样 ， 
(tæ? se,” yl y") 
ФДЕ РР, 的 一 个 0" 映射 ,此 外 ,Jacobi 行列 式 
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0 
д(у!,--+,у") - 1 
OG, a? та) |@,. эм» = : `. 
u, 


=a(0,'+.,0)><0, 
ду? | Op’ (O.22.... m") 一 2: 
Е с0,--5,0) И вз) OF 


=. AEE p 的 附近 可 取 [t,x?，,:……,w"} 为 局 部 坐标 系 .如 记 
1 为 аан соор 


К 


с, 


з= =н = di Әу? 


= ау, уто, 


设 结论 对 (mm 一 1)- 向 量 场 成 立 ， ТАЕ т ip ХУ, 
ЖИЛЕ РЇ БИЛЕЙ (И р), (ат, 2} 中 有 站 Cp) 二 0， 。 


DK 
kaa 
д д д 
P алт T ао Эш trr tax Jr? 
д д д 
X,=a,srəsr ass 3 Кан р 


(Х,=-гит =1 时 结论 成立 所 了 证 。 ) 


5 


了 一 并 ,一 ai 大 1 人 一 2 
Ду, Ж ХОВО, ЗЕН, +, 了。 对 [ ,了 
运算 是 封闭 和 的。 事实 上 ,我 们 有 

Ly y ]=[X вах, ana] 


9177 + 


=[X.,,X,]—laa Xi X] [X a ХГ Xia Xi] 
=[X X, ] enl X Х-и, Xi] 
- +[Х,аа— Хан +аХал—вХаа]Ха, 
此 式 布 边 各 项 可 通过 X Xat Xa 线性 表示 ,因而 也 可 以 通过 


ТЕС ТИ 
ХИЗБ. М, EA 


[YY,]= )1е.,Уь. 
#22 


EREE 183 p ИНЕШ 8 = СС27, + л") 12107, 由 
于 每 个 ;的 表 法 式 中 不 他 的 项 , 当 我 们 限制 在 全 上 来 看 时 ， 
可 以 把 它们 视 为 8 上 的 (mm 一 1) 个 0-88 


). 
由 于 它们 对 5 , EAHA KRIAR 它们 张 成 8 上 的 一 

个 可 积 (w 一 1)- 向 量 场 六 "中 。 因 而 在 8 上 可 有 取 了 附近 的 一 个 
ARERR oy" bE 

д... 

dy’ ду" 
张 成 这 个 了 ‘"” Ниже 

Tl=g! ,gi yy p= y, 

Сат, ао, 66а) р ЕНУ M 的 局 部 坐标 系 , ВАТЕ 可 Ж 
жй 


" д 
Ү,= 00542,54") 
( а , # Где 


д А 
х= вараг G=, m). 


ДО т A 5—0. 为 此 ;我 们 注意 到 ,由 于 


*178* 


«Хез, „уя , тайа, 
гхо еһх,= P ( 
k=} 


i=l a= 


= 


д 
т, 
100 Jaz 
但 =r 所 以 有 


r. 
[хә X,J=| у ба: 


11 = 
比较 这 两 个 式 子 可 知 ,对 于 每 个 1<1<%; 系 数 
ТАЛИИ 
满足 齐 次 线性 微分 方程 组 
ob (таса). 
wl 
得当! 二 21~=0 肝 ,由 上 述 可 知 
ы д 
X= 21би00,®,++-,°)-ъст, 
> (0, r: + yr 
PAEA b (0.22... ,к*у=0 (т), AAEREN k kit 
微分 方程 组 的 唯一 性 定理 推出 
Pse0 (>т), 
ap 


ы д 
X= Fb = 
шл 


这 就 是 说 ,在 局 部 学 标 系 fw! ,2 中 中 ,mm- 向 量 场 "可 由 
д д 
ТОНИ ТРД 
arimani tan a 


给 出 了 一 小 片 过 p 点 的 积分 流 形 。 
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以 上 证 明了 积分 流 形 的 局 部 存在 性 . ЕВЕ T hi ik T 
事实 上 上 上, 即 在 局 部 坐标 系 {z1……z) 中 ,过 的 任何 一 片 连通 的 
积分 流 形 N 都 落 在 积分 流 形 (2) 上 ， Ж Еос, AN EDE 
道 性 ,存在 一 条 六 上 的 分 民 C” 曲线 e(o 是 连续 归 线 ,并且 分 成 有 
REEERE C 的 ) 和 了 相连 结 ， 另 一 方面 , 因为 是 各 
分 流 形 , 故 口 上 每 点 (各 段 的 交界 点 除外 ) 的 切 癌 景 具 有 形式 

тоо з, 
1 
Bm Ж 
тан оо Z=] =o >т), 


=1 - 


m'(gq)=='(p)=e' (>т). Ф 
4. 向 者 场 的 变换 
定义 10 ROH СЛ, 2) Зете M n ЖС” W 
` Ж. F.M > M; RE C" АЙ. ХЯР M 8 М. C 向 
量 场 ， 如 果 
P(X SY ros PE Мү,. 
则 称 X 和 了 是 F- 相 关 的 , 记 成 FF.(X) У. БАЕВ Р. 对 M, 
上 任何 C” 函数 了 有 
Е.Х Јај» 
或 ХР) = (УР) мо (Ур) F (р) 
X(feF)y=(YfyeF. 
5 XEHE, F (X) {ЛЕМ 9 举 反例 如 
T: 
M i= BRB:, М= Р, P, ВВ, u= F(re,y)= z, 向 最 
д 
= yz 


x 
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H p=(0,0),g=(0,1), Ш F(p)=0=F(g)E. 
PDE (4) ses К.х). 

їй, Rd F ЖС” ТА, ШЕ ХОСЕ, Хун F,.,(X,)) 
Ха 39р. Jp, ХЕ С^ ЕШШ, F X 也 是 С” SLE 
(ЕЯ). 

定理 8 W F.X,=Y, (i=1,2), 0 

F.[X ,,X,j=[Y,i,Y.]- 

特别 当 严 是 С^ 微 分 EEST; k F.(X =Y, G=1,2), Nl 
F.[X6X,]=[F.X,,F Хо], 

ШЕЙ ГР.) rot YSE) re (Ff) 
=Р, (Ху), (У.Р, (Ха) (Р) 
=(X),(Y.J-F)—(X),(Y,fe P) 
= (XAXA FXX lfe FD) 
=[X,,X,J,(f° F) 
=F,,([Xi,X,J,) f. + 


42 з а 


т. анон вста, 

2. хс" ятма, (XEM LHCE H itih, B 
X> AMX EMEN O” ARDEA ЕМ ЕВС" айат, 
я), 

з. ЖКХ, Т, М), 证明 

O) HE PTER BRU RU МӨТ О" X, ЕХ, = 
х, 

(2) 存在 于 上 的 一 个 C” ай В X,= X,. 

а. йм R" 的 上 给 O” 正则 子 波形 ， 
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1. M> R", 
РОО ТТР ТЕРИГЕ 
еа, MIRAL S COW 
9 СГА д" ð 
r r sas a ra 


Е у аа, 
研究 具体 例子 ， 
019) аш "中 整体 0” 向 量 雹 可 的 示意 图 。 
(2°) 在 瑟 中 , 取 昌 点 (ps(9,0)) 的 局 部 坐标 系 (r,9)( 极 坐标 ) 恒 出局 
部 ”向 是 场 证 各 的 示意 图 (其 中 (az9= (r cos Arsin б), 


说 明 卫 和 芭 是 :一 {(0,0)}. 上 的 O” 向 量 场 的 更 由 ， 并 将 它们 表示 为 


{эт гүни, 
(8°) fE °з, р ACPE (0,0,2) БДИ АЕ Ж (0,2) GEBR), 
иш C“ ip, фу 和 区 BREAGH, a, z) = (reo, 
rsin 0,z)), 
说 明 这 些 C” 向 量 声 可 延 扫 到 多 大 范 图 ， 并 将 кепе» [шс э 


д 
922. qarita a, 


@ кг. прякото) онно, 
画册 局 部 C ”向量 场 于 5- ， эд 的 下 总 图 (其 中 (os ) 一 (rsingcosy 
Ysingsin рут cos 0)), 

колдо” пикире я аж, 3b 8 它们 表示 为 { 


9 ү, 
Jo рс | 的 线性 组 合 ， 


. I82 


(5°) 证 明 (1) 一 (4") i ARAME IER ЙЕ (Арак R EEE 
ж), 

(6°) ЧН В (аза H=, {0} S 65838; 
BRR Н (а^, zt) = (сов 9,sin 0), 

an ERRA Qi tega „Ей r, (2) 5 сонад. 
十 sing ER. 8 28 5' 上 的 球体 的 0” каан. E r (227) 


的 示意 图 
(0°) RHEW M= {(r' а, д) (а) (2tt=1), 10,2) ЖЭ 于 的 局 部 
坐标 条, 这 里 {x1,7*, д7) = (сов d, sin 0,2). 
д 


(ув, (ДУ) тв 12, 55, binarna, E 
LME) 1-5 eos pirtin 90 леза, ый, 也 是 下 
кюне с” н», ап L TML ZAREE. 


(8°) RE EEMS = ат, го, а) Сабау), 
19,212 St МАЕ Er a "ә = (зіп б сов g.sin 0 sinp,cos 0). 


жи. (ду 2) [e am: док) esa, EA 


(ж), L (E) 5 sin конту 4 sin gay t oost tk ЙЕ 
18 2 
ж ЙС” Ый дуу ЕНЕНЕ кана, fa а S' 上 约束 
- ` = 
жс” жия: кш лук (AREA. 


8. ЧӨ, РОЛИКИ gx S BRERA. UA fie 2) ава 


БЮ C IE h eta, 

ABH RN п S rh & C “4 8350 Pta AR, 

б. EX, МВт CU 流 形 于 有 一 个 整体 的 C” 基 向 量 b, ДЕМ 
可 平行 的 ， 
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指出 题 4 和 题 5 тЫ АДА АГАЕ 
т. 在 例 4 中 用 具体 例子 ， 柱 而 和 单位 球 而 讨论 之 ， 
8. 定义 ， 设 MI М.С" 正则 子 流 形 ， 所 谓 定义 在 М, 上 的 一 个 广 
ЖЕЙ» X 是 ~- 个 映射 ， 它 对 任何 PE NUH， 唯一 对 应 着 一 个 向 量 
LET, (M) 
如 果 对 任何 рє М\,Ж p # М, FERRER RU р) ir), EA X= 


Dogm Bat мпп LMC 8 Ж, MEXEM Беса 


ив. | 

证 明 09 SX% M 上 的 Cr 338, W Xl ЖМ, ЕБ ИС” 
向 量 场 ， 但 反之 不 成 立 ， 

(2°) ах 天 ,上 的 C” 广 义 向 量 场 , 则 对 任何 PEM, 存在 了 从 
好 ;中 的 局 部 坐标 系 (U pde ,使 得 了 可 延 拓 为 口 ,上 的 C0” 向量 场 六 ， 
B X| = X. 

(39) 如 果 М, ЖА, 空间 ， 间 (2?) Вб X86253 拓 为 含 М, ЖО 
«МНЕ БС" Bbp Xt 

(4°) 如 果 M, 为 A SE, (27 Н АРЕ E Ж М, E O” Ж 
зур М, 为 М, КЖ? | 

Ө а= (асы) RH tp. p Сат) =1},ШЙ 

(1°) {а 为 奇数 时 ,8* 上 有 整体 的 处 处 非 MO” БЫ, 

(2°) Жа 为 偶数 时 ,3* 上 无 整体 的 处 处 非 9 的 0 (连续 ) 切 向 量 
场 ， 
ФЕР. J 希尔顿 ,S. 瓦 理 [5j255 Й. 

10. ЖОГ, э) n C" BE, (Лор), РОМУ | Је, 


IEN 


{XlX ETAM) pEM) ЙЕ 
r T(M) >M, n (X,)= р, 
如 果 (U p) {e PEM БЕЖ, U =r U) Ar 


тийер aKa, aÀ х, Ya 25), 
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p% ГРА" ри) = рет, т (X,))=(e(pm(X,)). 

(1°) 证 明 Оронт ТОМ) ЕС Ж ЯШЕ я", il 
称 (T(MD, 9 *) 3 M БААСЫ E 2 n С" RE), 

(2°) Ен MERC” Шахм T (м) С^ ЛАЙ]. 
(3°) ДЖЕ, MoM, iC” АЙ}. ШЕ ЕТОМ) ТСМ.) 0" 
映射 。 И 

(4°) MEM, 9) =(Е", 多 ,) 是 通 徊 的 0” 流 形 ,证 明 (TCE"),， 5) 就 
ДОК" x R" = R°" 上 的 通常 的 C” 流 形 。 

11. É R" th ski О” k Bp Х=0 ft X= tb 1 Ë RE. 


12. ith 是 定义 在 (一 e,#) x М Fñ 688 GRRE ЦЕЯН G s| ДИЕП 
R xM {Eh TERHI BANCI: АВАЗ ИТ ОЕТ), 

ен О” WEOL) E-A С” BE X &Я ЯМ 部 的 1 PRT 
但 无 整体 的 pt 

18. ВЕР, М = М, САК, X E М, LAC” mat, 证明 Р.Х 
ЖМ, 上 的 C” 向 其 场 。 

证 明 ， 上 的 C” 向量 场 的 会 体形 成 一 个 严 上 的 元 限 2 
F. BEZ hili Bath kb M, EH C” h HANER E L 无限 ЯШЕ 
问 ( 由 定型 8, 和 有 F.L Xo XJS LEX F, ХЫ 

14， 利 用 宏志 5 中 的 (6")， 在 局 部 华 标 系 中 定义 


ИТШ 空间， 而 
ж 


m 
КА 


алэр ara |r 

证 明 (1°) ЕА е. 因而 可 定义 整体 的 CG” 
ЮГА, Y], 

(2°) Еж, НАНЕС РА 

Сх, YIS AOD- Y (x p, 

G) AAEM X LEa 5 中 的 (一 (5") 以 及 定理 人 
《参看 岩手 长 庆 [6]) 

18. É X š С” REM ERRAT RE C m-i ta Mit MRTE- 
Ap НИ А ЗОИ О EJE 8 g e АИИ, 并 且 
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任意 过 点 的 韦 通 的 狭义 积分 流 形 必 是 它 的 开 子 流 形 )、 雌 外， 对 可 以 划分 
为 彼此 不 相交 的 者 于 极 太 积 分 流 形 。 


16. Стоу л) а ФЕНА ER, їй хг. д 


-y 
T=—= t= Ari =y e yk ВРНС" NB. 
(1°) ЧЕНДЕ л, ахуал re m= m 
аХ+ЬҮ+өЙ (a,b,c) 
是 一 个 间 构 ， 
(2°) ШЛО ах БҮ оя 的 流 线 ( 积 分 出线 ) 是 R' h that 
原点 的 直 个 钠 措 昨 转 而 成 的 。 


(3°) ABU V C {aX+bY+eZla be ER) MEU, V IE [aX+bY + 
eZla,b, € КН 


AUV SAUA (ВФУ). 
17." RK n EOT РСМ, 3) 的 紧 致 子 集 ， 则 在 Ar— СНО f 
C0” 向量 场 是 完备 的 。 


4.3 Lie 群 和 Lie 代数 
1. Lie Ë 
定义 1 集合 G 称 为 C*Lie 群 .如果 它 满足 条 件 ， 
(1°) есй 
(2°) .8 是 群 ; 
(3°) BASKA CO KN. MERRER 
Сб x G> 
(Ga,b)—>a-b 
Шз 
J ,G—> G 
а-а 
都 是 CQ" 映射 (G x GORRO RRE). 
注 如果 G 是 С° 流 形 ( 实 解析 流 形 ), 群 运算 是 0° 映射, 如 
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Жа 3 CU Lie 群 (或 实 解析 Lie 8). 类 似 地 可 以 定义 复 解 析 Lie 


#. 

Ж. Н JoJ(a)=J(a-=(a- 1 1=a Ҹа J G> GC 
Ra ВНЖ, 

# 1 аш" 


G= R" REAREA BA w= (lea 和 4 一 ( 

e EN 
ху (alty tty"), 

单位 元 素 ( 即 等 向 曙 )0 二 (0,… ,0),# Восе (BH z 的 负 元 素 》 
一 上 一 (一 4 一 各)。 其 07 构造 如 第 二 章 8 2,1 例 1 所 述 ， 
于 是 RRRA C” Lie (WKE CoLie 群 ), 称 E" 为 % 维 向 量 
н. ` 

m 2 线性 群 

@=@1, (n,R) = (АЖ н Ерасі Азоо}, А = 


Gi Qin 
ӨӨӨ ЖР (а,б, дота, 


Bytt ба, 
54), MGL В) R" РТВ, AEE п С" 
Ж. ЗЕЙ ТА, С Сп, В) АЕ УВЕ. 显然 ， 单 位 元 素 是 


1 0 


калы | АДЕ ИНЕ A, ЖЯ BEDE 


0 1 

明 群 运算 是 C" 的 . Е.А = (а), B=) EGL, R), 

4 А+В= (е), A= (du), Ше, = у лаб, Н, с, as 
kl 


Fbs R CTAR, KEF (au) ERME MAR AE 
Я (А,В) АВЕС. B d. 是 au 的 有 理 式 ， 共 分 母 
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det43=0， 所 以 da Æ an BJ CORR. DETAN GLC, RHR 
一 个 C"Lie ВЕ Ор n с — ВВЕ РЕСН E C Lieft), 
类 似 地 ， 以 复数 为 元 素 的 x 阶 第 阵 的 爹 SETUR R, 
其 中 行列 式 不 等 于 0 的 第 阵 的 仿 体 所 成 的 集 谷 记 作 € GL (п,0), 
与 6 工 (2 五 )-- 样 ， 它 构成 的 Lie 群 称 为 "次 复 一 般 线性 咯 
(GL(%,C) 世 是 复 解 折 Lie 群 )， 
@ 3 ШИТ =S 
Sie 为 实数 }、 从 第 二 章 8 2.1 俩 4 可 知 91 А С 
J]. 再 由 
еї вія віст 
ЖШТ 5! 的 群 的 乘法 运算 。 单位 元 素 是 670-1, e 的 逆 元 素 是 
e", 显然 , 群 运算 是 0" fi, BIE, S 构成 了 一 个 0"Lie 群 , 称 
了 1= S! 为 1 维 的 贺 环 群 . 
例 4 没 鱼 和 Gs 是 CLie 群 ， 一 方面 把 Gx Gs 作为 0” 
积 灌 形 ， 另 一 方面 ， 把 б, x G, {ЕДЙ ШҮ АЙ. ХИР, (шз, з). 
(gb 8'2)=(81"81， 82"8:)， 容 易 验 证 G1 x О OS Lie 群 ， 
PA C Lie É С, 和 О, WAR, 类似 邮 可 以 定义 C Lie RE Gi, 
СЮ охх, 
Ann А Т" 9105-0681, 
` —— 
n + 
定理 1 ES 1+фїйЖ®й(3°), Ыла 2 O H 
DG LGG wy) y ET, 
EG х0--@,(в,у) >з y AE BD. 
证 明 (1°) (=) [{Ж(#,у)—(ж,у!)П aw y y 
ECHA y a y aE С"). 
(€) В у= (е, у (е, у) еу ! 二 y ! 是 0" 的 ， 所 以 ， 
уут С° СН е 是 群 G 的 单位 元 素 )， 
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HO. MA (ау) (х,у |, х,у ау) аус" 
的 ， 可 以 推出 (*，y)~2y BEC R. 

(2°) (29) 显然 成 立 。 

(Є) 只 须 证 明 G 二 ,zx ECH. Ai 取 * 的 一 个 
局 部 坐标 系 , 并 将 ,3 三 G BPA p ЖП y; ` ты ERAR. 
(ану) =p iey) dei e Èe Н e (e,y)= y, 因此， 


(52, = 
ША, ЈН Oye р'(ж.у)=е' fE Ша 有 有 唯一 的 
СеО у PD, [Er y=e tf, у=, AARS дл! 
Ж ejk СЕ тоо laqa iwy ia Lw) laa 
REAREN >e ak С^, + 

定义 2 EC Lie ВЕСЕ, AHi С” 流 形 的 构 
Ж, ATAC EE RHE ООН G TREE FLEES 
也 是 一 个 0"Lie Н, Ш Н W G BJ Lie FE. 

定理 2 设 H 是 0"Lie 群 G 的 O° ENTE, TAE Ahh 
象 群 是 如 的 子 群 , 则 总 是 C 的 Lie PRE, 

证 明 因为 xH>GxG,(hi, ho) (в, в) О х@->@, 
(Ву, А) СВЕДЕ, ИП ff x >G, (А,В 
是 C" АЙ. MOMB3 38 2.3 习题 12 可 知 НхН>Н, (ho 
h) hith B. C “B. ТАТЕ H> H А-а O ВЕ. 
+ 


例 5 第 二 章 8 2.3 例 4 中 ， 
Six Sl={ (ei, езтн) 
是 一 个 2 维 0"Lis RE. 而 
Иан вон) 
是 S1x SV б. 
当 a ЖШ ИН, П Ж 1 维 正 则 子 流 形 , 它 是 8! x SID Lie 
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子 群 。 

当 a ЕН, H= S S1SSH, CE Stx 8: Е Lie 
子 群 ， 它 可 作为 定理 2 的 逆 定 理 不 成 立 的 一 个 反例 , 即 H BE 
Six S! fy Lie PRE, ERA S' x S! BJ EW AE. 

2. 变换 群 

定义 3 GE Оле, MEC RE. СВ 

F, Qx M > M 
(g,p)>F (g.p) 
〈 记 (8,p) 一 8P) 满 足 条 件 ， 

(1°) ep=p (ФЕМ), есй, 

(2°) gilgrp)= (gr gp (РЄ M,gigs€ G), 
ШС 275 С° 作用 于 M. 

设 eE 4 是 一 固定 元 素 ， 则 

Р М-М 
p> Ё.(р) =ар 
ЖОЛТА. ROSE, FEC RIAR 

Р.-(Р.(р)) = Е,-:(ар)=а (ар) = (а-0)р=ер=р, 
AA Р,0,-10р)) =р. 于 是 FSFE BBT. ТИМ. 
Пв м-р ОА CER, ЦЕ. G EJ C ЕН 
ТМБ, Же M f ЕЗ АШ. ЗЬ г БАЕ, 

Ш 5 Wu= Ri G=GLOn, R), Є М,АЄбІ(н,В), 我 
们 定义 у= Ах 为 

1 


тї? 


ER GEH C {Р АТМ, GL(ú, ВУЖ 大” 的 线性 变换 群 。 
例 7 设 M=G, 则 7 
Fu, G>G 
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p> К„(р)=а+р 
《' 表 示 群 的 乘法 )， 于 是 Оле ОА ЕНТО. 业 朵 地 C"Lie 
群 G 也 可 右 方 作用 于 G. 
定义 4 设 C"Lie САБЕН ОЎ М, А-Ы 
peu, 
H,=(a€ G|ap= р) 
显然 是 的 闭 集 ,而 且 是 8G 的 子 状 , 瑟 , 称 为 点 ?的 固定 群 ， 
定理 3 КРЮ Л, ÆR ENTRE, ЖА н, 


Ж ОЙ) С "Lie FR, 
证 明 对 于 固定 的 gE€EG， 我 们 定义 C "上 映射 
Te: 00 a L, оба) = а 
a— L ,(a)=zg-a G—— OH 
В. МУМ 
т> R,(q)= gq ё 6 
6. G> H Е, 
_ M— M 
9000) ар g(a)=ap B(L,(a)=Re0(a) 


则 有 61.= Reb. ERE, 
01.08) =0(67а) = (ба)р= (ар)= Р,0(а), 
因此 ， 
(0.),.. e (L...) = СВ.) a Oua 
由 于 L, 和 R, 分 别 是 G 和 五 的 C “Eh, 因此 它们 的 Jacobi RE 
任何 点 上 都 不 等 于 0， 这 就 推出 了 
(rank0),.,= (rank0),, 
即 rank8 在 人 上 的 任何 一 点 都 是 定 值 ， 根 据 第 二 党 8 2.3 定理 3 
可 知 


H,={a € @|ар=р}={аЄ @|0(а)=р) 
Ж G B O "正则 子 流 形 . 
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再 由 定理 2 ui H, 是 G 的 Селе TH, н, E G b E 
显然 的 ( 留 作 习 十 .着 
#J8 WGL(n,Ryw] R = {ЕЛП F: 
F, СІ(п, К) х Е B 
СА, а) РОА, к) A.z=(detA)z, 
因为 3 一 44-1 一 detd, 所 以 4 一 1 的 国定 样 
Н, ={АЄСІ (в, R)|detA=11, 
ШЖ SL, R), Ш, EE GL(n, РЕД, wÈ 
91 (в, В) И С “Lie T ROEM 2 和 定理 3)， 这 个 群 称 为 8 
次 实 特 殊 线 性 群 . 
ZM, G Lin, Ci E Lie TË - 
FLin,C)={AEGL(n,C)|detA=1} 
ЖК n k ERRER CS Ln, С) ЫЛЕ ЫТ Lie PE). 
3. 左 ( 右 ; 移 、 左 ( 右 ) 不 变 向 量 场 和 Lie 代数 
定义 5 jC ZC Liet ach, wii E 
La G>G 
和 21.02) =а'х 
Ra G>G 
z R, ,(z)=+r.a 
为 G 的 左 移 和 右 移 . 
因为 上。( 或 呈 s) 是 醇 流 形 0 到 它 自身 之 上 的 CO” 微分 辐 胚 ， 
并 且 对 任意 两 点 4,8EG, 左 移 工 w-! рав Б, HEA (Lala E 
人 @} 是 可 还 地 作用 在 群 流 形 G 上 的 变换 群 。 由 于 这 个 变换 群 可 延 
地 作用 在 群 流 形 G 上 ， 群 流 形 从 其 局 部 微分 性 质 来 看 具有 某 种 均 
习性 ， 在 一 点 附近 成 立 的 性 质 ， 在 甚 它 点 的 附近 也 成 立 。 
定义 6 设 X 是 C0"Lie 群 G6 上 的 向 量 场 ,如 果 对 任何 4， bE 
с, ж 


(Laa) w Х.Х, 
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MEX AEREA. ЖШ НГЫ ХБ аа, Ул X 
ЕБЛЯ, ЗХ ARM р Я. 
定理 4 XJ 1ле б БЕТЕН 

«Ээн аєб,х„=(Б„)„,Х,,(Х н Х,а). 

ЭЖЕ асб, X= (La) X. 

Eih X R Q HRH, 

证 明 AX AURA), МХ (Д1). X, = 
(a)na Xn 反之， 如果 令 

X,=(L.)..X., 
(对 任何 a€ б), ШХА, WEE, Б) Xam 
Сат) ((L.)..X.)= (L, u). X.=(L,y.,X.=X,. 

ш Ж X Ж та В, MÜ (a), X) 5 (La) aKa = 
(Liu) s X. u= А», МС), ХЕХ. Z, НИЯ 
аєб, (La), X =X, ЩЩ Х„= ((L.),X),= (L,).,X. OF t fa[ 
aEG)， 即 六 是 左 不 变 的 ， 

RER EC W. ER RAIE X EAR e 的 附 
近 是 全 即 可 , ЖЖ, REEN А аА ЕЯ 
(uy. ЖТ езесге, ROTH e Дур ВАС ЯШ, Ë HASA y 
部 华 标 系 为 {fx е,  JEB АНЕ u CU, e CV Є, 
DHG Кп Я C” Lie PE) 

юб= (ш! e, wpol, ee, V”) 
是 关于 w... ате), eee, C AR. ЖЛЕ е-=(0,,--,0), 
对 任意 «CU, EË L, {Ен o= e fy Jacobi J; BE: 


(тоно) 


л. 


ЕНЕ wf, u u" ii C° ARBORE Ср) ХЕ 
uee, 的 Се ito, H 
定义 7 VERF ЕЙ» ЕЛНЫ. ИЖЕР pE 
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“FEER 
[, J: V xYV-—V 
~ (X, ¥)>[X, Y], 
请 是 下 列 条 件 ， 

(1°) ГАХ +uY,Z]=A[X,Z1+u[Y, 2Z]( 左 分 配 律 )。 

(2°) CX, Y]=--[Y, ХБ). 

(3°) СХ, ГУ, 271+1У, 2, X1]+[Z,[X, F J]=0 (Jacobi 
4), ZH uEF, X,Y, ZEV, ШЕТКЕ ВР ЕЙ Lie 代数 
《或 Lie 环 ) . 

显然 ,从 (1”) 和 C2”) ЗНАЧЕ ЩА, АХ +a Y]=2[Z, X] + 
a[Z,Y] ( 右 分 配 律 ). 此 外 ,如果 域 了 不 是 特征 2 的 (参看 B.L. 范 
BERE? ] 127 页 ) , 则 有 [ 美 , 了 一 0( 守 和 零 律 )( 留 作 习题 ) , 

定理 5 设 工 (G) 是 C*Lie О БЕТЕ. Ш 
L (5G) 是 实数 域 了 上 的 二 维 向 蜡 空 间 ,并 且 关 于 Lie 导 数 运 算 [，] 
ER EF n З Lie kik C Lie R G W Lie 代数 )。 

ШЕН WAR CR,X, YEL), MH 
С.) AX THY) = АС) X t UEa) Y =AX+pY (966) 
和 

(Lada [X, Y]S [{( 卫 so)。 瑟 (了 oj 了 ] 一 [三 , 荆 ] 
可 以 推出 AX TpY ELG) ТХ, V 1C L(G). 

JF, BTANA X i=l, eeh MERI 

«Х.Б. X Ja GEG Li=1, n) LRA. 事 


实 上 , H EAX жо, де RMI oà AX) = DA (К,Р 
i=} i=l t izl 
Ж A,=0(i=1, n) RX li= 1, n ERER. 另 一 
方面, 对 任意 Хеда), X= УЛ AKO, W Xes (L). X, = 
2) 
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GO. [E x5.)= YAQA KD) = (Ex) ， 所 以 
i=l 1 i=] a 


Glielo- ně MG) 的 一 个 基 , 而 MOEA п Е RE 
8. 

最 后 , 由 第 二 章 8 4.2 定理 5 DIB L (G) 满足 定义 7 市 的 条 
ФЕ (1°) (2°) 《35) ,所 以 它 是 一 个 及 上 的 ?4 维 Lie А, Ж 

定理 6 WG nHO Lie. (X) li=1, 9) 是 
тоу, КХХ) С) (Xa EG i=l} 
жа ЕЕЕ CEARD G ЖЕЗ), 

证 明 显然 只 须 证 明 ， 对 任何 acEC,t(X,)s|i 一 1 93 基 


BEER 的 ,事实 上 ,着 0= E Ae 则 0= АХ), 
i=] it] 


EULIA DEAL (УАК) уо E AGO. +E 
i=} i=l i=l 


Ак0(0=1, + sn) ARETA (X „|1=1,++.,в} ЗА 
的 . + 

Bj 9 由 第 二 章 和 4.2 3А S2 (2 一 1, 2 .) EEE 
HALEF RH R, 因而 更 无 整体 的 连续 的 (因而 也 无 C” 的 ) 
基 向 量 场 ,根据 定理 6, S2 不 是 C Lie ОЁН. S” 是 不 可 平行 
89). 

4， 单 参数 子 群 

定义 8 设 G 是 xn 维 0"Lie 群 ,如 果 工 是 群 0 的 于 群 ,并 且 
又 是 4G 的 1 维 连通 的 0" 子 访 形 ; 则 称 囊 为 的 单 参数 子 群 . 

定理 8 设 0 是 4 维 0"Lie 群 , 则 G 上 的 任 一 非 符 的 在 不 变 
ARS X 的 过 单位 元 素 的 流 线 蚌 一 个 非 显 易 B С" 同 杰 映射 r, 
恒 !>G( 非 显 易 指 的 是 rank z =1) ;而 过 6 € G 的 流 线 是 

Lazi В!>@, {->а+хї) (ORERE). 
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EZ WE ESE ЕЙ) МЕЗПЛДЕ EBI ДЕНЕ B) Dit RARE G E 
ЕЛЕЕ. 

更 进一步 由 ={z(DILE Р! ОФ ВСЕ. 

证 明 (э) ERRER e MER-A БЙР ЧӨЙ Л ЖЕ 
组 


-ap А" z(0)=e 


可 得 С° НЕВЕ 
m= xr(l), ne < t<, 
АЕН е, AB Dru 将 这 由 线段 喘 成 
F r(1) z (1). 
它 所 满足 的 微分 方程 是 


dF Q 
q T aao) eto Кш Хуш, гиз Хо 


ШШ zO) alt И C. ИЕ ШП — ЕРИ, Ж 
А.Х Ан |е, l Ze, Jit! ce, EE 
aider l= rl tt) (=r кә) 
这 样 , 我 们 就 得 到 了 从 了 ! 到 G 的 一 个 局 部 的 O" 同 术 映射 . 
ФИП ЕЛЕШЕ КЕ R 为 此 我 们 注意 到 ,对 任意 实数 AN 


Ж н, | се аат (тг. mrang 
БЕЙНЕ ЕЗИ R! , 那 末 就 应 有 
zz 人 (二 (CD 
ЯЬ EEK а п 之 选取 无 关 的 。 如 果 | 古 | <e, 则 
0-00) 06577-66 
ЕССЕ 
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出 此 ,我 们 可 取 (1) 式 作为 «Ойу ЗС (SHEB D. 这 时 对 任意 二 
sann атн elici, асе да PTP < 
=. TERTE 
z= (У -(«(Ш) «У 
444 (t) у 


(amamen т (1). « ()= z (2). (2). area 


n 


f — 4 ЖИК old ЫСА 


=(ї +t) 


s R' >G, 
txi). 
这 个 映射 可 分 为 解 Г 
(но, 
Жр C ВАН, г) С" 曲线 ， 它 是 过 单位 
ЖЖ X 的 流 线 ( 自 己 验 证 )， 如 果 aEG, 则 a, r (tit а-2(0) = 
aema, 但 左 移 将 不 变 向 居 场 的 流 线 变 成 流 线 , 故 知 过 9 Kike 
(DETER ael, 
友之， 容易 息 出 满足 上 述 条 件 的 流 线 的 切 向 量 所 形成 的 切 向 
量 场 与 由 它 在 。 点 的 切 向 量 X, 所 产生 的 左 不 变 商量 场 X 是 一 至 
ГА 
最 后 ,由 于 a В АЕ ВС" АВЬЯ, АС Н = (500) 
4E81 是 @ 的 子 赂 ,是 z 是 一 个 Cr 的 浸 人 。 因为 R! 是 连通 的 ， 
B p E EWM. MRA а ОВЕ N = ielat) е) 10) M 
< ЕСА ТИТЕ ДА, В!-> 11 ДЕЕ, ЕР), ik 
就 证 明了 如 是 G 的 1 维 C" 子 流 形 。 根 据 定义 8, 五 是 0 的 单 参 数 
ËR. 如果 映 射 x 的 核 和 N 关 {0}. 由 于 “是 温和 人 , 则 局 部 是 一 一 的 ， 
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ОЖ МАА Е уча жЕ а, EN = 
{паїп=0,+1,-..0 ЕЛ). TÆRET RN. ER 
出 z, RGR 00—00° Ат. RNG, 因为 ВИА 
ЖЕ, Коз. ВИМ HC ОЛА. 这 就 证 明了 是 - 
C“ A THEI C ENFAWR. 根据 定义 8, 五 是 6G 的 单 参 
BTE. + 

推论 1 如 果 定 理 ? PG EEA hy Я C" Lie BÉ, Me C 


- 得 构 二 实数 加 庄 群 R' 或 问 构 于 实数 醒 1 加 群 EJYN(N= 


和光 ;1 yn" '))， Ш. А Се АЕ. 
证 明 由 定理 7, 只 须 证 明 # = 二 G6， 事 实 上 , ВИН НЕС 
ЕЖЕ (т BEELA), Ш, H E G 的 闭 集 , 这 是 因为 对 任 
аси, yA aH H< éGkišaH=(a-h|h€ B yE СЗ), 
所 以 ас, вг. прев, Ae, H=G, 
с 82.2 推论 1 ТАНЕ С” 微分 同 S. 
5。 一 般 线 性 群 GL (n, RR) 的 Lie 代数 
我 们 知道 ,如 果 , dela )70, 那么 总 可 联 一 适当 的 2 之 0, 使 
щ |а, а, |е, det(z,,) 冯 0， 因此 ,GL(n, В) R” 中 的 
一 个 开 子 集 ， 我 们 可 以 用 方 降 的 系数 作为 坐标 而 赋 给 CL, R) 
的 群 流 形 以 C 构造。 其 次 ,如 果 


Cis) Did = (Cih (9) != (d,,), 


Wil 


(АЖ а, 在 (ai) 中 的 代数 余 于 式 ) 。 
EEG LCa, В) n # C“ Lie 群 . 如 果 用 
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iy 


来 代表 切 向 县 5 MNIE EE RTM n 阶 方 阵 


来 代表 ;但 此 时 det 4 可 为 0， 
现在 再 来 看 一 下 由 已 三 (xi ) 所 决定 的 左 移 
La X—UX=Y, 


这 个 映射 的 Jacobi 方 阵 的 系数 是 
ду. 0 (< 
(аа) 
[өт 
to, Бе}. 


Ak, 我 们 看 出 , 在 单位 元 素 上 的 急 向 量 4 所 决定 的 左 不 变 
向 量 场 是 ; 


如 果 
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ғ,=0в=(55 tabas J=) 


是 由 单位 元 素 上 另 一 切 向 量 


所 决定 的 左 不 变 向 量 场 。 则 
сх, (а бё. -puey a 


= 了 | (Ele МА шв, за) н 


= -5 [E сав Batu) hé 


fr =b 即 得 
"rz А 
сх, E [L tuben аас 
这 就 是 说 , X, Y JARA лв BA RENERE, 
n ARRATERA EURER p ЕО n АВА R: A 
fi. ЖЕРЕХ. 
ГА, Bi=AB-—BA 


НО Е R Liy Lie 慌 数 ， 称 为 爹 线性 代数 ， 上 而 的 
计算 证 明 , -RRE GLC, R) 的 Lie 代数 与 全线 性 代数 号 问 
H, 
SEERE G L(n, R 的 过 单位 元 素 的 单 参 数 子 群 就 容易 
T. КА 位 元 素 上 的 团 向 虽 , 由 4 产生 的 一 个 GL(n, Ry 上 
ВЕЛО н X50, ЕО Xo 的 流 线 (4) (E 
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是 单 参数 子 群 ) 广 足 矩 阵 方程 


dU 
d 


众所周知 ,这 个 问题 的 解 是 


=UA,U(0)= Z, 


U(t)=exp((A)=et4= I+ x= 


пе] 


并 


зз BE 


1. Ж M. 和 М.Е OWE, C” Lie EGED С" ИТ Mosi p € M. 
KAREA H, (i=1,2y, WO” Lie RG (а, (qu @)) (aqo agı) 
(EG g EM iS DED С” НЕМ, х М.,.#НСрор:)Ә € М.х №, B) 
ВА оон ПН, 

2. кж n БИ, (1°) 证 明 

(К) = {AEGLn OAK A= К) 
EGL, С) С Lie FH, Д Я ЛЕЙТ Lie FE, 
(2°) 证 明 
G,(Ky=lA€CGL(n,O)|'KA= К} 
EGL, OM C” Lie +Ë, 
Ф Кг, 
@(Ту={4АЄ@1Ха‚С)|А'А= 1) 
称 为 复 宣 交 群 , 记 力 On, C). 
Gall)={AEGLn, O] LÄ =) 
EIERE, WAUN. 
3. KERA n MEPE EH 
СК) = (АСЕ (п, RA KA= K) 
Ë G L(n, Ву C” Lie Ф. 
ж K=I,W[ 
ач) ={АЄ91(а, В)|А'А=Г} 
称 为 实 直 交 群 , 记 为 O()。 
4. R Xt X, Ж C” Lie GH Lie Ки L (G) а (MENEG 


+201 + 


U 


É) C” ЖӨБ. ИЖЕ ЕЯ ЗЫ R), B. 


[X,,X,]= et X, <i, }<п) 


ÉE T nt 个 实数 of， 称 为 了 (G ) 关 于 (X li= n KA. Vem 
сен = (фо! =0) (1, Аа), 
Dorscho tod eto )=0 OSE jikisa), 


所 

5. 定义: RG AG R CULie ЯВЫН F, GG EO ) 从 抽象 
HG 到 抽象 群 @, 的 同 构 映 射 。 

(2°) АО" Иб, ЖС” G С" ВЕНН, 则 称 了 ;GGG 是 
Lie ЕЛЕНЫ. 

证 是 1°) Со) Fan Pat (D.).. А 

(29) P. L(G,)>14G,) Æ Lic 代数 之 间 的 间 构 ( 即 F, 是 向 量 空间 之 
ДАЮ, А F.[X,Y]=LF,X,.F.Y р. 

6. 证 明 (1°) Fade R. 

(29) Ж XEL), MW[J.X € RG) 《者 不 变 和 疝 量 场 的 金 体 )， Tl Fer 
L(G)— ВОО B| Rub i, 

т. = {а+ы+еј аа. d€ В, = jt=k'=—lij=  ji=k, 
фк кје, kis ів j EMI R. : 
аа Ыса, 0а, +bitijtdk, 

Ішаева, [vl =a} tbi tel tdi. 

证 明 (1°) [ар |= lul lol 

(2°) S 是 -个 C” Lie Ф, 

8. RSN SR, S x S' RERNE CIR a E ЕН М ТП 
жк йз ВЕЕ, ЭЁ йй НК АЦЕ. 

о. їй АЖЕП ABR E X n W ИЕК 


exp A=e:=I+ £, 


-05 ENERALE ВОО, ERRA 4 sxp4 е7 是 解 
ш. ` 
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(2°) отав. Вав, 
(3°) бее) = 077970,8 4—4), Tr A= Уза, (4 的 迹 )， 因 


Wre EGLO). MR АЖ ВЕ, M det ее, 
(4°) 如 果 АВ ВА, ет = ete{ 62-64), 
004 
017 
(6°) е ,e7t = (e^ СЕТ deiet #0), 
(7°) W 000) = exp(tA)=e'4 (为 实数 ), 则 


СОА 
— О) А (=A-U (0). 


(6°) A= 8=(? о уш, АВ-ЕВА, е4+лел.ез, 


(8°) а i= 4,8] e EUER), А 

ш. а?) оС) ip ED, 
. @) 将 O(n) 视 作 GL (п, B) Сес, ШТ, (0 (n) 视 作 
Т.0614, Нуун, ШЙ. PO 0414" —A). 

11。 在 定理 7 中 ,证明 rank + 二 1。 


55 张 量 和 外 微分 形式 


5.1 ЗАБИ а T; (M) 


1. 协 变 切 向 量 (或 余 切 向 量 ) 

ЖТ; (М) (09, T, OH) R ERER) ЭПЖ 
8, пЄТ (М), АСЕ, RMEL 

(#+)(Х)=0(Х)+п(Х), 
(20)(Х)=4:00Х), XET, M). 

则 显然 ,9+m ДОСТУМ), ЖЕТЕСИ) ERMEER TE 
成 一 个 如 上 的 向 量 空间 . 此 外 ,有 

引 理 1 设 {z 了 是 2 的 局 部 坐标 系 , 令 dziE77( 寻 ),， ER. 
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(о) в ias. 


Md |i=1,- nak TIO ВИТУ ( M 是 % 维 向 


量 空间 . 
证 明 wE Adz'=0, Ml 
=] 


rili 


BEL (da ERETTE. 
JF, ITIER O € ТСМ), W 


Са) н) 


іа, 


=)= лв SAn j=l," 


FE, 
$ 8 
ваг) 
ВЕНЕВ Та |11, 66,9 TI(M 0538. + 


的 对 偶 基 ， 23;( 妆 ) 中 的 9 称 为 ?点 处 的 协 变 切 向 量 。 
2。 对 偶 基 的 变换 
设 有 两 个 局 部 坐标 系 : 
Was pa), Са» 
(U, pe), (y). 
于 是 在 U.NUVs 中 ， 


д* 
-p4 5 дуг = 
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==] 


定义 1 TIODRA T, (MORAS, а: 


如 果 令 


ау Y Айе, 
z=1 
w 
пан) (aan AE фе aer) да 
= 5a lE 
-page 
{уз or’ . 
ий, созуна, FER 
Сг Dy 
dy'= У gair, 
sal 
mm 
ду ду! 
ву [бш ea 
| |- Ж | : ) w 
ву! {ву ay Raa). 
` 927 77 ая 


3. 协 变 切 向 量 的 坐标 变换 
ЖФЄТ (М), W 


= 了 ,dy 一 -È агу, (Eg зу) 
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Bay [буг дугу, 
ЕЕЕ ПЧ Е (2) 
Ba lee _ дз" A, 


其 中 {8.} 和 {5,) 分 别称 为 协 变 切 向 量 6 关于 局 部 从 Жу 38 (x°) 和 


с СУЗНЕ. 由 此 ， 可 给 出 古典 的 协 变 切 向 量 的 定义 《仿照 第 二 


ж $ 4.1 中 古典 切 向 量 的 定义 )。 
4. ЖШ 
定义 2 ШВ 


7 个 з + 


— 4 
0,TI(M)x ТОМ) x T,(M)x xT (М) > p 
是 偏 线性 的 ， 即 满足 条 件 ; 
(И, W, RK AR Yi 
= АӨИ, W; Xi i) 
+С, W. Xi, Yi, X.) 
0(Wi,: АТ, HU; Ио, Xi... X.) 
=А@(Ҥ(,-+-,,,++-, „Ху, ,Х,) 
+а@(С ipt U X i, X 
(A, € R.,X,,Y,CT,(M),W,,U,CTI(M)i=1,: 8， 
了 一 1 
DIERO D TOM БО РУО СРЕ. г ИЧЕ 
8, АЕН. ЖЕШ, От, ВЕК, Я 
(0, s ) 型 张 量 为 s ПЗ, 3 20,220 М, (г, з) КИК 
为 混合 张 量 ， 
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(1,0) 型 张 量 就 是 道 变 切 向 量 ， (0,1) 型 张 量 就 是 协 变 切 向 
=. . 

我 们 将 T.C 1) 上 的 所 有 (rys) 型 张 量 的 全 体 记 为 了 2 所 时 ) . 
容易 看 出 , ТМ) ТМ), BAI 8 3), T (M= 
ТСМ), ЖАПА ТСМ) = В, 

АВАН, Кр Езел ЕВЕ 
ВДОВЕ ВАСА ЕУ AEO, SRE, 00,2) 086 
R. 

Ë ЕА, ЗРАКЕ (r. sy НН 
切 的 ， 例 如 ,(2,1) 型 的 张 晶 可 以 是 以 下 三 者 之 一 ; 

0,T;(M)yxT/(M)xT,CM)> R, 

@,T;(M)x<xT, M)xT;(M)>R, 

0,T,(M)xPr(M)xTI(M)> R, 
因为 一 般 说 来 ， 对 于 形 如 


"个 s 个 


GTECM) x тм) x PMY x ex TM) > p 
的 张 量 能 成 立 甬 窗 实 ,在 其 它 (7 ,3) 型 张 量 的 情形 也 成 立 。 因 此 ， 
不 必 李 细 划 分 ， 单 就 型 式 而 论 就 够 了 ， 
但 是 ,在 必须 标明 时 ,可 用 Le oen Је, Е 
0,Vix- xV. > Ri, 
规定 


=, 
TM), e= 
їп: TNM) STAM) TI M)>R' 中 的 8 是 [1, 一 1,1] 型 张 
R. - 
5， 张 量 的 支 量 及 其 变换 公式 
设 {fz 中 是 了 的 局 部 坐标 系 ， 令 
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9(42",..- ,ad 
wt Де (Ө OMERA RE 8 关于 局 部 坐标 系 {2 yt ЖШ. 
ТУЗЕ РИ E (Везе, 
于 是 有 支 最 变换 公式 : 


иеа д д 
r “= ayu, dy рэт) 


ду ‚оду 
= бнаа ， garda 
| = 
“ду д 5дан д 


дуз ду” ðr ёк“ 
Б аб бул AO 


回想 起 逆 变 切 向 量 和 协 变 切 向 量 的 支 量 变换 公式 从 是 这 公式 的 两 
个 特殊 情形 。 上 述 变 换 公式 称 为 是 了 КЕФ + 次 逆 步 的 。 

类 似 逆 变 切 向 量 和 协 变 切 向 量 的 情形 ， 可 以 给 出 古 贵 张 量 的 
EX. ` 

6， 张 量 空间 Tp (M) 

BOET (My, AER, [YE өп, ASETE (М) Au 
TF: 

OADW W. Xi... KX,)=0(Wu- W; 
X: ХОТО WX: X), 
ADW Wrs Xit X= AGW Wes Xi Xa) 

(W, ЕЯ M), XET (M). 
则 292"( 好) 在 上 述 加 法 和 数 乘 下 形成 一 个 向 量 空间 ， 称 为 了 点 
处 的 张 量 空间 。 
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容易 验证 8+n 和 48 ЗЕ РАБ zi) 的 支 量 是 (0.7 1 
ИТ ТЕТЛА 
7. жото 
Җа T, Н Ж bha НЕЛЕ Sa БЕЛИ, ЙЫ sgk pk ik ЛЕ. 
айю. | 
定义 3 设 0ET07( H), CT (М), 我们 定义 张 量 积 
Ф. TDM) x TP M)>T M), 
(0,9)-=0G7 . 
(BIR Rs) OR NK) 
(XET MY), 
ER. QET СОМ ),JE R. 6 @n Е 
(GO 0,0-0,9 сава» 
从 定义 立即 可 以 证 明 以 十 箭 单 性 质 : 
BI 2 10,6,,0.6Т70"(М),т.тотЄТ" (М), AGR, 


则 


(0, +0;)@n=0@n+9,@n. 
9@(m +m)=0@0nm t Dm. 
(Q0)@n=0@(4n) = 4(0@n). 
(0@n)@¿—60@(n@). 


| 分配 律 ) 
BELLI 


Н &—#Ж1й, 0@nn@9 ( 留 作 习 题 ) , 
定义 4 BHAN (ARED T,= У тр'(И), Ж ЕЙ 
т,т>0 


法 和 数 乘 下 自然 扩张 成 一 个 向 量 空 间 ， 而 它 在 加 法 和 张 量 积 @@ 下 
形成 一 个 环 (不 可 交换 ) FE Т,= E py а) 
Tu 


形成 一 个 实数 域 五 上 的 代 歼 ， 称 为 张 量 代数 。 Шр» ть (М), 
+>0 
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ER + ，@@ | 形成 张 量 代数 的 一 个 子 代数 。 


Ж (0@n)@¿ 09 (nG) 2) 两 者 简单 地 下 Вл RR. 
类 似 地 ,他 ,……@9, 与 张 最 积 的 先后 次 序 无 闫 。 
定理 1 设 (z 是 ?的 局 部 坐标 系 ， 则 
drh e Qde |1, ын} 
Æ TMA, e Tpb'( M hE пе, 


证 明 如 果 Eo Aenda- 8da" =й, 


Andri Фа ) Co 


Ш 


> aa 


il 


l 


КЫ 


(hiter), 
ШЕТ а Qda" IS, i an ER EER M, 


HFEA #ЄТ (М ),Щ б< E bonde Q Qde, 


| 


事实 上 ， йан ў б. taD Bde") 
ИГЫ: 


ineo i 


д а " 
(т а) = X Opondo 


а) 


БЭК Та, аа Bda" il<i о Тоба) Ж 
人 “00 的 一 个 基 。 3 
ж 类 位 地 ， 可 以 证 明 ae. @ дб; @ dx" 6-0 


un 


бараа | 8 Tp°Orya— 438, А, туси) 


an 维 的 向 量 空 间 , 关于 这 个 基 ，(y,6) 型 张 量 ӨСТ" (MST 
Ж 
aoar 8 ó ; 
в= di, 
Ке 


定义 5 й(И,Ф) п С", ACM, 所谓 在 集合 和 4 
上 的 (7,3) 型 张 量 场 8 是 一 个 映射 , 它 对 每 一 点 PE 4, 对 应 着 唯一 
的 一 个 0,.ETy (H). 4 称 为 这 张 量 场 的 定义 域 

以 下 我 们 总 假定 4 是 玖 的 开 集 (特殊 情形 4 一 到 )- 如 果 对 于 
每 个 点 PE 4 都 有 一 个 了 的 局 部 坐标 系 (VV,g)，{x'Y(UC A), 
使 得 


8. д 
ва a r dr Qda" 


中 的 в 是 VU 上 的 C7 ЩЩ, ШО ЖОС 的 张 量 场 ， 特别 当 
7 一 0 时 , 它 是 连续 张 量 场 , 当 r 一 o 时 , 它 是 Cr" 张 是 场 。 由 (3) < 
可 看 出 ,上 述 定义 与 p 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 。 

类 似 于 第 二 章 4.2 定理 1, 我 们 有 

定理 2 &(М,®уж п О" W, 则 张 量 场 9 是 0" 的 
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R M 上 的 任何 C” 的 协 变 切 向 量 场 五,,…: Ww, A Ct Шуй 
Е Xoe Xu 
0(W 001, Xi 3: .X,) 

ЖМ рі С" Ж. 

证 明 参看 第 二 章 8 4.2 定理 1 HERS AETA. +E 

定义 8 i MEORE, S CAM) ЕМ bh С" 向 量 场 的 
Е ` 

s + 
BZ (Мух x PM) CM), 
是 篇 线性 的 , 即 满足 条 件 ， 
Xnet Rit f Х,+ гҮ ХХ) 
=f-0( Xi, Ki TF EO KI Yi... X) 
ECM), Xa YEE (M).i=1, 8) 

则 称 8 为 (9,8) 弄 的 场 张 量 ， 

定理 3 〈( 张 量 场 二 场 张 量 ) VW MO E С" 流 形 , 则 M 上 的 一 
个 C0” 的 (0,s) 型 张 量 场 9 可 以 视 作 为 (0,8) 的 声张 最 ， 反 之, 一 
个 (05s) 型 的 场 张 最 9 也 可 视 作 0 М 上 的 C 的 (0,3) 型 张 量 
8. | | 

证 明 £S [—4-(0,в)Ж С” КЕН, 

s + 


———— 
aP Мух хт СМ) - R 


是 一 个 偏 线性 函数 ,网 
(Х.Х), 0.0.0, K,,) 
是 
s + 
Мух + x (M)>C(M) 


770 


САЗНА АГ, ОЈ СО, 92096 Е, 
相反 地 ,如果 
s 个 
— 
O Z(M) хасм) 6"(М) 

是 (0;s) 型 场 张 量 . ПЕВАО АЫ ВКС, ОТЕ т 
HERRAT X: {Е х 的 值 , 达 就 推出 了 4 在 每 个 点 a 处 诱导 一 
个 

s + 


PAM) xe xT (M )> R 
ШО ВЕИТ, ИЛ, REIER Е 
引 理 3 ЕЕЕ U dh X, =Y (11,86,86) WMA 
ӨСХІ,.,Х,) 0001,6) ОЕ о), 
引 理 3 证 明 П, ДЕШЕ Яп R # U h X,=0, 则 必 有 
Ө(Х1,--5,Х,)=0 (ЖЕШ 中 ).. 对 于 尾 何 yEV, 作 六 上 的 0" 函 数 
ГАВ РО) =0 和 于 =1 (ЧЕ U (ШЕШ. MU X — JX CE 
M ORX XDF +, ,Х,„)= 00... X. 
这 就 推出 了 
OX) =0. # 
为 了 完成 定理 3 的 证 明 ,我 们 只 须 证 明 如 果 Ху кї z Д0, 
MKA AX I... ,X,)|,=0, EUo) (а) т 的 局 部 坐标 系 ， 


С 
К Х,У ст. RNAP M 上 的 СРЕ 
| = 


BY DOAR g АЕ z ЖИЙ RUCU h Y = огр g'= 


раша, MXS Уату (ЧЕ ШИР). ЩО 3, Bg (а) 
i=} 
=f'(s)=0(i=1,'» n) ЕЕ 
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өе, EA EET An), 


О О 
а=} Ы 


Ж 定理 3 和 刁 题 12 给 出 了 构造 C” 张 量 场 的 一 种 具体 方 
法 ,在 第 二 童 $ 5,215 8 中 我 们 将 给 出 具体 的 重要 的 例子 ， 
9. ВС” 映射 的 微分 FF; 而 引起 的 张 量 间 的 映射 
定理 БММ, М т AA в СЮ, Р, М, 
—M; & СЯ, F, 17,0271) 67,005) РНР, ШИН 
FOX XOSE, Xi. F, X,) 
(ЄТ М.),Х,ЄТ, М) ,і=1, 55,8) 
ELARI O FGE TY (М) 
Fi: Tha М») ТСМ 19,60 030 
й. 
(1°) F; 是 线性 映射 
(2°) F£ (0. @ 0,) = FO F} 0,, 0, СТО (M.), 
QE THB 2). 
(3°) 如 果 {71 ,2 了} 和 fy!，，**，y") 分 别 是 p AR Fp 
点 的 局 部 坐标 系 , 则 ` 


Fiy (0) ar G= n) 
1 
Реду! у! ду! агі 
Фа "Ош" 


л ду" д т 
Рій У.У d 
YJ {аат 7091,0 
Ка а п дун ду» ‚ 
此 外 :有 = у ( E тебеа), ш 


ГЫ 


214. 


Q Ddr" 


证 明 (1°) жууна ( 留 作 习 题 ) 

(2°) FERO) (Xi... Хо) = 081901) (Е.Х 
в Хо) ОР. Ха Е.Х ӘСР, Хун Р, X...) 
=F*t0 ХХ) РӨ (Хау) = (F10,@ FFO) 
Сх) X ETAM) i=l te, 


(3°) н Ру (== )= йу (z FB) 


-= 


推出 


гізу = P (E) а=, 


P=; ( > Pady R + Әбу") 


qero mk 


= X босо, Prdy 8: OFZ) 


在 第 二 章 8 4.2 例 5 中 看 到 ,如 果 X EIB M F. X Ж 
是 向 量 场 .但 是 ,对 于 协 变 张 量 场 , 与 此 有 本 质 的 不 同 ， 我 们 有 
定理 5 W M, F M, jy B] Ë m Eh йр» ЕС” ЙЫМ, Р, 
MM, САА М, 上 的 C й a ЗЕ НО}. M 
F'O (КЕ*@Ф),= 090.) М, 上 的 0” hy s brib Eyk Ea. 
证 明 由 定理 4, 在 局 部 坐标 系 中 
re E (È ә) 


i el 


їх"... Фах", 

BA 8,...,, Ж у!, +, y" С а, у 又 是 2 的 
с" 函数 ,所 以 ` 
a дуз ду" 

Z бу У 


бб бө сн 


i 


E sl, ea” f C7 ВЖЕ ШТ F*0 M С" É s Bt 
协 变 张 县 场 。 Ж 


5.1 习 р 


1. EPOD, T CM) ХЕЛЕН ЖОЕ ГЕ ИЛЕ — E sy ВЈ. 
2， 证 明 引 是 3, 并 举 出 D 的 例子. 
3. ЖТР СОМУ 73( ?的 对 个 空间 ,我 们 定义 映射 
BTM тум) 
Хах х), 
Фк X**CX*)= X*(X),X*€ P1(M). 
证 明 (1°) X**, TIONDE 是 线性 映射 , 即 ХЕКЕ СМ). 
(2°) y BK. | 
(8°) Ep 的 局 部 坐标 系 {z9} 中 ， 


Gene (=s. 
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этан баата ате П-у ma- 
(4°) (r,s) MKE 8 可 表示 为 


= dd 


和 
РИА] 


(5°) 利用 (4 ) 中 公式 证 明 支 基 变 换 公式 (3). 
4. WAUH H) KPEE 
(2°) (А), = 
(3°) BOP 0 a Maa ВЕ T, nE TM). 
5, ШОЕ ИЮЛЕ, (е) 和 (j ЖТ, (M) 的 两 个 基 , H z = 


вав, 0 =0 (ese, б; =0 (E10;), IER A= (0,,), A= О 


= (e, ;)> 证 明 
А=САС'. 
6. ЖХ. ЇЙб6ЄТУ' (Му, Ж Н X... XET ODR (О, 
HWER- F 
Prap Хо) 60,00), 
Шо % s ИНЕС, ЗЕН, 
605 НОКИ «=, „=, В 92 时， 
士 述 条 村 为 
@(X.X,)=0(X,, X.) #,,=й,, 
т. 证明:6(9,.…*)=0， 
э®в=0, 
6G0=0. 
8， 证 明定 理 2. 
9. ви С” ЕМ БЖ, ЕШ E sky € U EMER C йу, e 
јо) =0 和 了 = (EU). 
19. 定理 туа) О” 张 量 场 结论 是 否 仍 正确 ? 
14+ ， 从 偏 线性 映射 - 
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5 个 
m 
0, TM) e xT,(H)>T,(M) 
BATLAR- DRRR, D ЕВ) 
3 个 
8, ТИМУ РАМА, 
Н, ВСР Хуне, = СӨСХ,, 500,1), 证 明 
(1°) ёєту' (М), 
(29) Haie На БИТ: T, ODM TOORA, ГЕТА 
-M 
Ве Xe Ks) = e (WX... ,Х,)) 
(Хе, = Ee CK. 505, Re Ee X ea 
Cs ) 反之 ,如 果 已 给 5, 我 们 今 
ХХ EnA o Xde 
= ДЕ Бэс ана {e ERER. 
(4°) бв D O° диге X НЕН 0 k 
SWX te XAW X) 
定义 下 =A, 
二 .从 篇 线 性 映射 
8 个 
一 一 一 一 人 全 
6. Z(M) xex М) СМ) 


B PSP API AREH 
3 个 
I 
FUH) x FOM) хо СМ) 0770) 


(У, Xt .X.)=W(0(X.,... X) WETA) (ME C” HE 
商量 场 的 全 体 ] XEM i=], REAU ЫШ. 
(1"》 是 否 能 将 定理 3 推广 到 CU (r s UK Ip a 


218 + 


` 


s 个 


— 


— 
=- 0, Ж“(Мух---х (M) ME, 


(2°) 用 (她 эу}! HAMRE е Jan (e | а ТАНЕ 11 中 类 似 


的 问题 ， 
14. (1°) 证 明定 理 4 中 的 (1°》， 


(29) 利用 ms =r с" 


sess ÈG w À (9. 


G°) 设 BETO, апад 
F. TCM у-ту COMO 
为 . 
F.,9(W W .,)=09(F1W,.  FIW.,),W C TE, CM iSl, r 
讨论 类似 于 定理 4 中 的 问题 。 
(4°) 对 于 M, 上 的 О” 的 (r,0 型 张 县 场 ,定理 5 的 结论 还 成 立 吗 ? 为 什 


(5"》 对 (7,8) 型 的 混合 张 量 能 讨论 定理 4 和 定理 5 中 的 问题 r 为 什 
Zt ` 

14. ROM, Фу» СЕ, 9000, фу}, ТСМ) = (8.10.6 
T; (My). Пех 

mTM) >M, s (0,)=p. 
WEU, p), (1 EM EDRR ЧЕ U" = (Uy. 
fr 
an UR", 


LACA 
š OR LG e-dro м 
Gans D асн Ф нн), 
ре ОНТ ор" (Ө) = lpm lOa) т.082) = (рр), ла(9,0). 


G°) ERU ФН Т TM) 上 的 一 个 С” 5189", 我 们 
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HTM), э") м ЕВС, УО ЕМСЕ nti 维 的 C” kE). 
(2°) EAM EE О” 的 人 r,s) 型 张 量 场 86 ж МТМУ ОВЕН. 
G°) RIESTER NTM 在 什么 条 件 下 才 

能 推广 ? 


8.2 ”外 微分 形式 
1. AREN 
定义 1 Шип O" QUE, o€ T: (对 )， 如 果 对 任何 
х,єт,(М)у@=1,‚,+ ORU, e DREMEN m WER 件 ， 
(Xatt Хасо) = (1) lX X) 
其 中 
l;a AREH, 
一 1, л 为 奇 置换 ， 
И о 为 户 点 处 的 * 阶 反 称 协 变 张 五 或 * 阶 外 形式 ， 记 全 体 * 
阶 反 称 协 变 张 量 为 A 人 5.MJCI9% (M), В, ТОНОМ) 
个 子 向 量 空间 。 | 
引 理 1 % 是 s 输 反 称 的 革 访 对 (1,.……,#) 的 任何 置换 a, 


is men СА, 


证 明 (9) ono a= ogo ogan) 
00р) а. 


(©) - @ (Хо б, Xa) | 


=f 


- А ди ао (о) 


то 7 Ы Ласа? 
Зана. ot да дан 


+ 220, 


n 


= ИУ Ы. 
= ËP ааа усан 
багал hat aml 
` 
=—) |) авада, 
TT PE rintaa t 


=(—1)” oo 


Do Уард Уланд 
一 《一 二 oe Ja’ pa am) 


=(= Do Xn, X,). # 

注 (1° ОЯ РКЕ ЖИЫ. 

(2°) RE Xo X. 中 有 两 个 相等 ,oE 人 从 到) , 则 

(Xat X,)=0. 

如 果 iei, PARAHA M ,...,=0. 

(3° 如 果 s>atl СЛОМ), о=0 È ou 全 为 0， 
ВЖ, A оК ЕЯ). 

2. З ЧЕ 


ЕСТИ) ВНИИ) 
ATUM) =A), 
6-> A(8) 
定义 为 


A Ki = ECOD Aarto) 
《这 里 求 和 取 遍 所 有 (1,… ,8) 的 置换 ) ,显然 这 个 公式 等 价 于 
А00), C D", СВР). 


定理 1 (1°) AHEAD). 


2. 


(2°) 映射 4 是 线性 的 。 

(3°) OE AX(M)<2A(0)=0. 

(4°) Ж ОЕТ), ИШ ACA(0))= A(0). 
证 明 (1°) AMETI) ETR. ES 


Сач беа oa Xo) 


SOVEEL ODK enot oe) ` 


=(—1)°4(#)(Х\,.-.,Х,), 
ЖНА) ЛС), 
(2° 显然 (从 定义 证 )， 
(8°) (€) шШ(1°),б=А(0д)Є ЛОМ). 
(2) WEBEAN) Ш 


АОС) УС) лауте Xo) 
S-L GADDO XX Xa), 


HB A(0)=60. 

(4°) BOI AEA) (3°) A(A(0)y= (60). 
+ 

3. 外 积 入 和 Grassmann 代数 ， 

定义 2 kec A), бє AGM), 我 们 定义 外 积 ( 反 称 
积 或 Grassmann 积 或 模 积 ) 

A ARM ) x ЛМ) Лум) 


(т+ в)! 
rlar 


(а, В) аЛа = Alap), 


ap 
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аЛ, Xa LAOSA e, 


Ei х.) 


= EODD у Araso) 


тәгә“ а Х,а, Хо) 


= 
ВОХ аз X cao) (1) 
例 1 r=s=1, 
{aA BK, X.)=a(X08(X,)—a(X,)0(X 1). 
定理 2 (1°) аЛ, +8) ал валь. 
(а +аз) АВ =а Лео. | 
аЛ (АВ) = (да) ЛВ= (ал В)(АС R) 
双 线 性 
(2°) 2 人 B= (一 DB8Aa (GC AJM) BEAHMD, 
特别 当 r=s=1 时 ,有 
aA 人 8= 一 6Aay 
aAg=0, 


(3°) (aAA =A вло) EE афр). 
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EAM), BEAM), ре АУМ). ) 


证 明 (1°) REH. 
(2°) GADA, 5 Erga) 


-LEC DD aX saor о) ОК ро бє, Xren) 


== EOD E o "rn, Xacan)ta(X ran tt, Xr) 
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=(— э" ее Xr) 


ШЕ 


та(Х, ат Хо) 
=(—1)°"(АЛа)( Ха, +++, Kis), 
这 里 - 


т 


= r `` 
G. ев) eaa) airt E афр) ат 


(rta a(i) eo. лт), 
(3°) REGAG ++; т +з +4) 的 所 有 置换 的 全 体 , HARI 
таъ, ar+s+t 不 动 的 置换 的 全 体 , 则 
Са ЛВ) ЛУС re 


ур СОЛИХ 


Хо) Y(X acan) r... X c+) 


=— 1 pL 
"Cry 1) Fr 1a(X,,ax, Хо) 


"ВОХ коесы», +s Жы, Хш ыныр, "tt, Хнсчаљо) 


“ткы L (Dalea Хо) 


OTET] 


"ВСХ, сену "е, K notra) 
Y(X poterat "tt Хен) 


=m DC tatDIA(a988) (Xn +t, Krain) 
ИЧ pen 


ао +++, X... D). 
所 以 
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AB Ay = tt aa® афу), 


ИТИЛ 
иш 
aaan = EED agpo 
这 就 证 明了 


(zAB)Ay=aA(PAv). ЖЕ 
Ж ВЖ (аЛ) Ay 和 ae A An 两 者 可 以 简单 地 记 成 
CA 人 BAy， 对 于 aa 人. Ла, я, Н. 


аде Ла С) асау)... фа,) (ӨНЕЗИШ). 
定理 3 (аал A dat па <i < +, <, <ny 是 
ЛНВ 485, BEAN UDE Ct 维 的 向 量 空 间 。 
证 明 设 wEA 捧 型)C72 (M), Й 
o= È Q dri. ати, 
ipres] 
所 以 由 定型 1C3*) 及 上 述 注 ,得 到 


w=A(@)= У! onn AdE Dda") 


=L D аач Ada 


= > Q. dri А Adat. 


li o tipin 
FÈ (da A Дак'|1<ав<п›1<й< Lu <n) k B ss H 
АСМ), 


如 果 У) дабл Лале 0. MA је 


ка ааа 
j. BF, 
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= A... . ,9 
° = „ле ^ Ada 5 , ? FEZI. 
=з Ул Asn Alde Qda) (2. ез) 


іи 


= Y heu BSD ULO. Q dat) 


IKIE- inn 
д 4 
(= тс, Эте) 


= Y А... (dst. Ddr") 


д ó ү. 


FUA Adai 11, нЕ ШОШ. Ж 
ЖИЗ BAGDADA) H АКМ) 
(ALAD ов уну Ж, (1; dai (1,05) da A 

ашата a) е detA Лату ЖТ AM) 的 一 个 

Ж. ADER 1 HAJCMDERID С CI+... T C1=2" Б 

向 量 空间 .这 里 乘法 八 可 以 线性 开拓 到 八 , СМ) Е, арок Лэе 

于 向 量 加 法 是 分 配 的 。 此 莱 法 又 是 结合 的 (形成 一 个 环 )。 从 而 

А» ( 焉 ) 是 一 个 具有 单位 元 1 的 代数 ， 称 为 Grassmann 代数 (或 

外 代数 ). 

例 2 ару E 2 的 两 个 局 部 坐标 系 , 则 


ay A Ady" -人 各 2 jae (ж: ае) 


= раду бу nA, М 
. „х 1) да" ЕТШ da" A Ada 
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= ~ Обу, hb А 
= ЖЫЛЫУ анд Лав". 
іи аиа ОО) мөл 


特别 当 s 二 n 时 ,有 
ауду Ad "= Say as A Ag. 


对 于 s 阶 外 形式 ,我 们 有 


Biper dy А Лау =o 


= Y оаа Ada" 


ЕСЕТ: 


ц 


У = y> #(аз,+++,в') dynA Ady” 


ча 7 
lens cen lnc sasa Q(y r ys) 


=- x= ( E 9, 


TE Ча 


4， 外 微分 形式 

定义 4 W(M,Q)E п ҖЕ OREU EM PORNE, o È 
口上 的 s 阶 的 0" 反 称 协 变 张 量 场 , 则 称 名 为 UO 上 的 3 阶 的 0" 外 
微分 形式 . 当 s 一 0 时 ,4 是 上 上 的 0" 入 数 ; 当 s=1 时 , o BEA 
C" 的 Pfaff Жз. "4 >n Б, 0, 

ERRERA h, 
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om É o, a бА Ads", 


EKE чеп. 
kau Leik s Mi С” RIERA A (Uk ñ Hb 
АЭ АА) HANO) + ФАО). 
жоє AU) , 则 在 局 部 坐标 系 {z' 中 ， 


Oo (ду t lo (rt... ат)! 


+ Уос (al, аба A dz: 


++. + > Onein El ат) аА eee Даа 
ич Дал 
Toi (zl... adet A rA da", 

HEP Фе O Oep оса tt Orn ЖЛЕ к, 0, 2" fy С" EÑ 
数 ， : 

5. 外 微分 了 

定义 5 ROH, 多) 是 4 维 C" 洲 形 ,我 们 定义 外 微分 运算 

4, ЛСМ) ЛМ), 
о-о 
жт. 3k 
s=0, df(X)=Xf, FENM), ХЄЖ (М) 

如 果 >l, 


‘+l . 

do Ху, Rot) = У СНХ (Ха, е, Хан) 
i=] 

E C PA e. S. aiD ESITO TETS STTS X... 


HPOCAM), XET (M), Â REMEX. BR, LEEN 
的 4 可 以 用 自然 的 方法 线性 地 扩张 到 人 (2 )> 人 (二 )。 
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引 理 2 ЈЕЛИ), o€ A'(M), M| df EAM), 
do€ AHM), 
证 明 “ 由 
арфа ро) (рау ра) =p Xf + pa X, 
кф4}(Х,) +p] (Xa), 
#ФиәФЄЄ"(М),Х,,Х,Є# (М), EHAS EAM). 
ШЖ оЄ ЛСМ). do РАВНЕ АО. XTE 
8 do 是 反 称 的 ， 只 须 验 证 
(下 1 
=—do(Xis ХХХ) 


名 为 
do( Ху, Ris X. Kaa) 


= E (ауну, Хб, 
Hsi 
Xa СХ (Ху, Xant X.) 
HEIJER mol X itt, Хо Xaa) 
+E XAA y o Xp Xant Xan) 


sa 
+ X СӘ (ХХ), ХХХ 
1517 


Rove Rato Xaa) 


+ DEX Xl Ki 


чі 


х,аст Xa) 


+ У (нох, ХХ, 


юч+ї 
Х.Х,» 2: "si) 
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(=ч Хару Хы) 
+ у] (—D'Sóo([X Xs ` 


ХХ, Ханс Ха) 


+O нех, X. J, Х,а, 


Жаа) 


+ У) (ХХХ, 


ici 


Ж, Хоп.) 


+ CCC X XJ, Ху, о 
yi 
所 以 ， 如 果 我 们 将 上 式 中 X, n Xu 交换 ， 明 显 地 让 以 用 出 ， 它 
等 于 
—de(X, Xan Xot X... 
由 反 称 性 , 剩 下 的 我 们 仅 须 证 明 
Ca( 了 和 Ta X, )=fde(Xi ++ Ke ). 
事实 上 ， 
do(f Ri, ХаХа) = (ХОС, Ха, Хаа) 
+1 


Со (ХХ) 


1=2 
жа . N N 
+ ESDU X ХХХ, Ха) 


= 


+ У (ө Х,У Д,}Х,,, +, Ха) 


1<i<; 
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=fdo(Xi,-..,K,.1) 


#+1 
+ EODH ебх, Í... X.) 
+=2 


+ Do GDX ХХ, Ki) 
=t 


= fdo Хү, tt Xas) 
И ЕЗЕН Т do 是 0,s+1) 型 的 场 张 量 , 由 第 二 章 8 5.1 定理 3, 它 
是 (0,3+ 1 型 的 C" 张 量 场 , 即 doc Де М), + 
З з Wfe€AYM)og CH), ERRERA, o), 
《42 )} 中 ， 


а= > =. i dri A Adri, 
则 在 {z 中 
df= zi оГ, йт 


d= У] dopo AUA Ade 


їй ci <s 


= Nd A Ata" 
etle eia 41 

证 明 任何 p EU, И p RUCU EHE M 上 有 С- 
向量 场 X. Xilema i=l n, 于 是 在 [7 中 

df 

(mait). 

去 就 推出 了 
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df= Eas (z2 -)4== 5.95. ОЇ qu, 


=! 


випив, ЖЕШ, h, B T| irl. 


д 
do (татр) СХ) 
а+1 


= (DNA (ХХ) 


i=l 


EBD olL r Zn p Xoo Broo ao t o Xan) 


s+] - м - 
= д 0 .9 0 
SEOD gga а= даат) 


和 
i=l = 


Бер sé) дед 


igi 


9_,... э) 
дрен 
=Ë iy nona шын. 


i 


Ele kiuas а 


= E X lde,...@ds"@-- Ode 


= йол... @ dz: @- аван: s... эе) 
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=й. 6 Q dz" Od ,dan 
д д д ) 


д бын Bo 
Д Ox р 


аео, ha Фаза (оаа 


++1 
= Ў) б сын inuus do (= "ө, 


1 


эш} Оев), Ф 

注 从 引 理 3 的 证 明 可 以 看 出 ,在 不 致 混淆 的 情况 下 ,可 以 吉 
BENA RTR RE AE EEEX. 

定理 4 (1°) dlotn)=do+dy, 

d(Aoy= Ade (oE A'M), AER), 

(27) d(eAg)=doAn+(—1)'eAdn (WEA (М), n€ 
ЛМ), 

(3°) 0%=4(40) =0 (e@€ A(M)y, 

(4°) З леза 是 0" 的 Pfaff ER, M 


о А Лок) = DT oA Лао Л Ла» 
i=} 


特别 地 ， 
- асар ААЯР) 0. 
证 明 (1°) ДХ 5 立即 得 到 。 
(2°) 由 引 理 3 和 (1 ;在 局 部 坐标 系 {z 人 中 只 须 证 骨 单 项 式 
ө=}ах® Ду, /Д\йт'бәр=йж" Лат" 
的 情形 即 可 ， 
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т=в=0,@ fg=f ^g. gdf=df ЛЕЕ Adf. 


алва) = Чага уак 
i=l i= 


HE 0г' da 


=dfAg+(—1PfAdg, 
- 段 情形 。 
ола Реа Л Adat Ada” A e Ade. 
d(oAn)=d(fg)Ads'A- Айк! Ada” A. Adat 
=(gdf+fag)deb А Ada” Аба Л Лаа" 
= а А+ (—1)'o A dn. 


(3°) г=о,ә= ТЄ AM. df= Shar, 
БЫ] 

_ -OF ; 

ar-a (Mas) x (站 Aqa: 


= È Da Ла 


“(жейт -天 不 п) Лазо, 


med, Во Лаа Лач ,出 
ао = аў Adr” Л йг", 
s= Of gy s A u 
doma (0-4 Adz Л Ada ) 


= pe- б. д Ads Ade” А Ada“ 
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= sf r.a Й 
Е (gs 55 = агг)” Лаа Аз A A dz 


=0, 
(4°) 利用 (2"》 和 归纳 法 { 留 作 习题 》. + 
定理 5 OMI ZDAM 2) 分 别 是 m fa п ҖЕ C= E 
Ж. 
F, MH > M, 
Ж СТЯГ, B. 
o0 EAM a) nE ЛСМ), f EAM) ССМ) 
则 
(1°) Fro€E ЛСМ), 
(2°) Е*(ою+ш)= F*a,+ Fo, 
(3°) Ено) = (ЈР) Ее. 
(49) ЕЛ) = Fo Рп, 


вэ Be ө, л) 


ie sp 


_ 5 Pis "з 2 А i 
了 


特别 地 ， 
рау} ias (095180), 
i=l 
4 n =m hh, 
н Oly sry уы . 
Fr (fady A Ady)— (Jep) SPE A A dm, 
(6°) d(P*o)=F*(de) (d 与 了 * 可 交换 )。 
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证 明 (1°) 由 第 二 章 85.1 EE 5, F"o Æ r С" НЕК 
E, LAA 
Р(Х, рз", Хас) 50 Fa Xrist ts Fu Х.с) 
=(= Ху, PX,) 
=(P oX), 
所 以 了 "w 是 反 称 的 ,这 就 证 明了 F'o € A7(M 1). 
(2°), (3°). 
(4°) Е (о Аар) (Xi Res) аЛ, Ху 


Р.Х...) 
(7+8) 
AOD) СР ХР.) 
„жәл. ж, 
ШТП ОГ 2 D"o®n 


(Е.Х азун Р.Х) 


= 《Fr 十 S)1 。 


7181 EI B Co (P, Хару» 


Е.Х.) Е.Х, оноо, Хасо) 


ена урар, КЕ 
=" s r= 1р Р(Х ау" 


Х.с) Pm roant Хасе) 


("+s)! руя " 
=. чут ЮРЕ" 


(Хасэ Хасо? 


SLR ACP РОХ) 


=F"aAF'0(G(Xi 5 Kr). 
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(5°) 由 (2°),C3°),(4") 和 


Fr(dy’ ESE da 
=} 


= 1 (оо, PEAY A: AF dy) 


Ikie ciran 


о dy Ar Ady ) 


ETTET 


= > Co ака AA 


ILI 


= E ep (Cay ) 


Ear A Аба" 


yee ni 2 А 
Isurus ss ЕИ да", уб А Adat. 


(6°) 设 (zi) Ж pe М, ЮА, 19) ЖЕ F (p)€ M ; 的 
局 部 坐标 系 ， 只 须 对 单项 式 
=, Фу” Ду ++ Ау? 
给 以 证 明 , 事 实 上 ; 


вау) Pas dy oF) dP"y’). 
i=) 


= Өш, 
во а) (а ау") 
5 ду 
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-F (e= eP JPO 


EE 


e=] 8 二 1 ду 

2 O(o,.... P) 
= ПЕША йа? 

> дұ? 
Sdt. s Р) (Е. 


从 而 有 
P*(do)= F" (do; u, AYPA Лау?) 
= F" (do; AFTODA ДЕ" (Фу!) 
=d(o;... s FJA РЛ ATF) 
《出 定理 4 的 (2°),(4"),{3°)) 
=d[(o,... Fdly EFA Ла(у е РУ] 
=0(Р*ә). — # 

86。 闭 形式 和 恰当 形式 

定义 6 及 上 的 一 个 C0" 微分 形式 o, ШЖ go=0， 则 称 为 闭 
形式 . mEn Ë M 上 的 一 个 C° 形式, JE B. o= dn, MER o ИВ 
当 形式 ， 

例 3 由 定理 4(3°) 可 知 , 恰当 形式 o= dn 必 为 闭 形 式 
(do=d(dn)=0), 我 们 自然 爱问 ， 一 个 六 形式 是 否 必 为 恰当 形 
式 , 回 答 是 否定 的 ;经典 的 反例 是 定义 在 M = R°— (0) ЕМ O° й 
HEAR: 


t 
o= d+ rry: 


”容易 验证 de 二 0, 但 它 不 是 恰当 的 ( 禄 作 习 题 )。 


-y 
z2+ у} 


例 4 toL odr R" 上 的 0" 的 1- 形 式 ,如 果 是 
i=) 
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恰当 的 , 则 在 在 C“ 函 数 了 ,使 得 
E odr'=a=4f удаа, 6f т. 
i=1 451 
于 是 ,我 们 定义 
一 ' d = үздү i 
KOROLA E SOT =гу+ f аш) 


=}(0) + x= f alix) riat 
i0 


为 了 说 明 这 样 构造 的 f 确 是 df = 二。, 我 们 讨论 更 一 般 的 
定理 6 (Poincaré 3), 如果 MC R" 是 包含 0 的 星 形状 
开 集 ( 即 任何 ze 型 ,从 0 到 “的 家 线段 包含 在 型 中 ), 则 在 M 上 
的 每 个 财 形 式 是 恰当 的 . 
证 明 我 们 定义 映射 
I, ЛСМ) ЛМ) 
ю—>1.(ә) 
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ws ган ачдан, 


Ii sel 


= E EDD- (f. io, а ба) ) 


l<iiwssa si n аі 
пева Adai A... Adat 
【因为 МРК, ЛЖИ S). 
显然 ,了 (90)=0, 下 面 可 证 
@=d(F,(eo)) + Tdo). 
此 ,如 果 do =0 ,就 可 推出 
@s.d(I,(e6))+ I,(0)=d(T,(e)). 
景 后 ,我 们 来 证 明 


d(L,(6o))+ 1,089) —s (f. ЕКОО ) 


б> "<i <a 


базл дй у уу CD(S e epu 


eic a=] ут} 
(а) еа Adan Л Аф Де ANd 


Sf аааз) РУТЕ 


t Ti ew Zl 


- È ieli p ә. уа) 


І<и<ен<і, ся у=] a=1 
sdr Adat Ae Adr A... Ada" 


= £ (f eto, (а) Jar" A Айа" 


Leuke cis <a 
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+ x (fe ао. баа) аааз" 


190-948 j=] 


=. 2 If. z чес ы, жуй Hat A Ada" 


Ice 


= E apond" A Ade Ф 


Iitti Ka 

T. De Rham 上 局 调 群 

定义 了 CHEM, 2) EK s 阶 外 微分 形式 的 全 体 关 于 加 
法 自然 地 成 一 群 人 《型 ) ,而 外 微分 远 算 中 定义 了 一 个 同 态 

Sd, ЛМ) АС). 

设 Z(M) ={0E A'( M |de=0)=d, Ж, лу M ERs- 
形式 所 成 的 群 。 而 

ВЬСМу={шЄ AAC M)|o=dn, nE ЛСМ) =, 1 ЇЙ. 

表示 М FE -形式 的 群 ， 

因为 d=9, 所 以 B5(M)C 25(M). 
我 们 称 商 群 

Hi(M)=Z;U(M)/B;(M) 
为 М 上 的 第 * de Rham 上 同调 群 ， 厂 5( 了 Y) 中 的 元 素 称 为 (外 
HMAK, o 的 同调 类 记 为 [6b]。 显然 ， 
Го] = Ее] а= + dE ANTIM). 
下 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 个 重要 的 
De Rham 定理 ”如果 { 开 ,多 ) 是 可 定 商 的 C"HINOE WJ 
НУ Муж НОМ). 

Ж 上 式 左边 由 М 的 微分 构造 2 所 决定 。 而 右边 则 是 由 
M 的 拓扑 决定 的 通常 的 上 同调 群 . 二 者 的 同 构 在 微分 几何 与 酉 
扑 之 间 建立 了 联系 。 从 这 定理 述 可 以 看 出 ,由 同一 个 拓 打 流 形 M 
的 二 个 不 同 微分 构造 2, 和 多 所 决定 的 de Rham 上 同调 群 
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H (M)=H5 (М). 

de Rham 定理 最 早 为 ЕБ. Cartan PAN, НОМ ЖИП ЕН 
Ж, HENTAR. 1931 年 de Rham {it A ШЕ 
朋 , 在 法 国 部 分 文献 中 , 亦 称 此 定理 为 Cartan-de Rham 2238, 

de Rham 定理 指出 了 


HS(M)= HM) 


a> 0 


H*(M)=Y1H'(M) 
ар) 


二 群 的 群 构 遗 相同 ,但 根据 Cartan LHE, BSCH) ЖА, BÆ 
Жерард ЖЕЛ, ЕЗЕК. 因而 AM) 亦 有 乘法 而 
成 一 环 、 

对 于 任意 可 剂 分 空间 无 ,是 否 在 其 上 同调 群 


H*(K)= УНК) 


в? 
ЇЕ АДО 5—5. 且 在 天 成 为 一 C" ИИИЙ МОМ. 
此 上 同调 环 与 环 НОМ ) 不 仅 具有 相 导 的 群 构造 ， 而 且 具 有 相同 
ЮТ. 

此 问题 在 1935 E843 ГЕТЕ НЕ, Е, ТЕ Н. Whitney 的 
ТФА ТИ", ВАН. Whitney 的 文章 
奶 是 一 篇 意义 深远 的 、 经 典 性 工作 ， 

例 5 如 果 ( 形 , 急 ) 是 Cr 的 连通 流 形 , 则 旦 8 对)= 下 - 

因为 不 存在 次 数 小 于 0 HEA- BHM) =0, 0 

нум) = 50м) = f€ AGCM)|af=0). 
ЭС р), Са) M 的 任意 连通 坐标 邻 域 ， 由 
dflv=0. 
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норо G=, n). аа fR, ШРМ 
连通 的 , 且 f ВАЕ р ЕНЛИ АШ fi — 88. F 
Е, 
им) =230м) = ЖМ LERES В. 

例 8 0057. DRERI С" REMAS =R. 

因为 ер REES! LWIR о ZKS = ЛЕО, 
н 

BSD= af CAM). 
如 果 0 表示 S! Ri Ea MEE 5! 上 的 整体 0” 的 处 处 非 办 向 
Ж, ЕЙУНЕ 1- 形 式 d0 是 51 ЕЕ О” 的 处 处 非 零 1- 形 
起 ,此 外 408 REGER O 不 是 整体 的 C" 函数 1)。 但 是 ,对 
于 中 上 的 任意 LEX o= g (040M 
о ea јав 

是 St 上 的 恰当 1- 形式， 事实 上 ， 


fr AT Ps 
r= f КОП (5 =Í. giidi » 
是 以 2 x 为 周期 的 0" ШГ 81 上 的 С° а. 并 县 


а7= 0999-051-077 eta Jas 


9, . 
HS =Z (S/B (S= ea € RyZ R. 
定理 7(Poincaré) $m MC R" 是 包含 0 MEERES, M 
对 所 有 s>0， 
НУМ) =0. 
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证 明 由 定理 6 可 知 Z+(CHM)=B5(M),BILA 
Hy(M)=Z;(M)/B5(M)=0. Ф 
定理 8 шм, 2,)#( M, Фу MA m ҖЕ п Ж O“ S 
J, 而 F, M i> М, 
Ж O” ВЕН, Ш 
F* Za (MaM), 
F*, Bp (M >B; (MI) 
是 线性 映射 ,因而 诱导 出 上 同调 上 的 一 个 线性 映射 所 ,使 得 
F НУМ) = 25,05) / Въ СМ) >Z (MI)/ BS CM!) 
=H) (M I) 
证 明 nio Z5, (M), 则 由 定理 5(6") 得 到 
d(F*ey= Еа) = Р"(0)=0, 
即 
FoEZS M), 
#UR оЄВЬ(М,), o= dnp E ЛСМ), НА 88 5(6°) 
得 到 
Pro= F dn) =d (Fn), F" nE ATIM), 
页 F"o €C B5 (M ). + 
8. Lie 群 G 上 的 左 不 变 外 微分 形式 
定义 8 шо С° Lie 群 如 上 的 外 形式 , 如果 对 于 任何 0, 
5EG, 有 
CE) 0s = 003 
” 则 称 о 为 左 不 变 的 外 微分 形式 . 类 伺 地 ,可 定义 右 不 变 的 外 微分 
形式 .特别 , 左 不 变 的 Piatt 形式 称 为 Maurer-Cartan й. 
定理 9 oC Lie HG E i ERRERA ER 
HEM a € б, „= (Liian (о 由 o, RERE) 
«ЭНЕҢ a € G, o= 1-0, 
此 外 ,ao Ж О” 的 外 微分 形式 ， 
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证 明 UFE 32 S 4.3 定理 4 的 证 明 { 留 作 习 题 ). Ж 

定理 10 (п HX- X, 是 0"Lie 群 6 上 的 万 不 变 季 
量 场 ,w 是 6 阶 左 不 变 外 微分 形式 , 则 

(Хут, ,Х,)=%@. 

(2°) 设 L(G)* 表 示 Maurer-Cartan 微分 形式 之 全 体 ， 则 它 
EAR EHn ARRA. B.L (G)"5 L( G) 互 为 对 侦 的 向 
аж, 

(3°) WX i... X ELORE ИДЕ L(G)" 中 的 对 偶 基 
为 

a, ea” СХ,)=6:), 
DA Ao iE n Br E SRK A, B ol A Лото 
而 ,由 定理 9， 它 是 G 上 的 处 处 不 为 0 的 C” 的 # 阶 外 微分 形式 。 

证 明 (1°) о, (СХ). tts (Xe) = а-о, (Xia +++, 
«Х.)„) = (Бл, (Kjos ++, L. a (Х,а) FOAD 
‹Х,),)=Жй. 

(2°) BEHE. 

(3°) В Д (Л Лат) (то) А С-та) 
Л Ае", ВИД. wA Aa" п ЕЖЫ. Н. 
由 习题 10(3°) 可 知 


®ә(Хүу, (X,) 
oA e. krr ae ) 


"CX: ӘХ) 
1 0 
= det `. =1, 
(U) 
Жо A+ Лото, H 
5.2 3 


i EWER 1 后 注 中 的 (2°) 和 3")。 
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2. ЮЙ AOX Емас Ха) 


аа е нана А 


3. Ева а (4°), 
4. 证 明定 更 2 АЙЕ. 
5， 证 明 例 6 中 的 中 是 S' 上 的 С 1 形式 ,但 不 是 恰当 形式 
6. ШЕВ Яз 2—0) 09 
e= Fy — dr+ туз 


是 C” 闲 工 形式 ， 但 不 是 恰当 的 . 


(вт. d (are tg о) dt aE riy ) 


ry 


т. 在 "中 导 求 一 C” 的 (8 一 1)- 形 式 避 ,使 得 
do = dr A Лк". 
8. (1°) ЙЕЛ ОМ), о оо T (МУН ЖАУ е Ж 
Wett en) 0. 


(2°) ент ув, Sale, 2 T (M) 中 的 nn 个 向 


ж. 
(ХХ) detla обе, ren). 
В, о= Ае (2=w{e te pendet E ATD) 
(3°) ЕН, о/о, 
0Льа=0 Са AM) OE А'(М)). 
(47) E: HER oE ЛО), оЛа= «ЯНЕ 
оо ХАСМ), о Aa о. Хо, 
э. ШЫЛ (1°) 23k ЕР D ANOD 的 一 


F m, 
个 子 环 。 
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(29) 于 BO) заткала 2 25CM) 的 一 个 子 环 ， 


Кт чәл 


10. 设 (到 -十 Lie Ек. (da HEHA, ШИЙ 
09 dhA Ads Суод) еа), RIN + 


+9)! 不 出 现在 人 的 定义 中 ,右边 将 是 什么 


ШТ 


G) RR x,= y" а; rl 


ЕТ 


(3°) 如 果 о ЄЛ MGL, 65,8), 1 


Га) (ү 
елле хә ТЕГ F 
“,(Х,)+++в,(Х,) 
11. AMBAR =й? 证明 d К") = Рао), 
12. ВЕР. М-М, Ж! G, M,— M, С 的, 证明， 
(1°) ЯР НЕН M Е" =EN o, F*o=0), 
(2°) (G+F)*= Е*5С*, 
(2) СТК) Рб. 
18. Ж ФЕ ЛСМ) АНЕ рем, BEER > ЗЕ U, ЕЙ} 
оаа AF0), 
则 称 o 3 83836 89, ПЕ. 
о ЖИИ о 基 局 部 价 当 的 。 
举 出 局 部 恰当 但 不 是 从 当 的 便于 。 
14, 设 (M ;9) 是 义 维 C” 流 形 ,为 了 定义 外 微分 运算 
аа) СМЭ 
@— do, 


我 们 首先 在 每 个 局 部 坐标 系 (Us,8o), (e } 中 定义 


-Wo 


ajoi ar (BR а У 0ана), 


ET im) 


d.o=a,( > Qasa dst A Лаг" ) 


<р sa 


> doa dst A. Ad 7 


1900-7 <Таж а 


> yu tisa авало Лав, 


Leic сіва тү 


PHT ES [РН 4° ) 知 道 
4.9= 4,006 07.00), 
БЖ, ЯГ В ЕАО HI КЕЗ К do 为 
dolva= d,o, 
引 理 (1°) diot =d,o tden, 
4(до)= 4,0 (AER 09EAN CM)), 

(2°) KoA = 4, AnH oN (EAM) р АМУ). 
《提示 : ЯЯЯ o=o ds Лбх ре е A Лак ME 
зарар), 

(3°) діа, (9.0) =0 (Є /\*(мМ)), 

(4°) Uap hi U ов) (y БЕВ ERR BD 

й,о= 4,0 (EU, U, ih) 

связав, а=. АЯЗ о Лт Є А nu) 
各 以 证 明 .》 然后, 证明: 

定理 (1°) Фот) боі. 

ao 一 ia (AER ,0,7E AM). 

(2°) d(o/jXn)=do/XnT(—1)'o/jdas (Є ЛСМ), ЕЛМ). 

(8°) e= (do)=0, 

(4°) аР) Fdo), 

ЖЕ 设 wEA'(N),X; 是 对 上 的 0" 向 量 场 (i=1,.…8+1), 由 本 
题 中 的 定义 ,有 
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э” 


do(X, Хо) С) Хос X.) 


+t 人 Do ух) ҝн 


(参看 ХИН 6 ]50 一 57 Д.) 

15. (1°) ШЖ Є АМ), Ш oAo=07 举例 说 明 。. 

《4°》 直 接 利用 定义 5 中 的 公式 ,证 明 а= 0. рел), 

(3°) 设 避 EA 号 出 dw(X1,XX,) 的 表 法 式 ， 

16. (1°) 设 四 是 C ”Lie 群 G 上 的 左 不 变 外 微分 形式 , 证 明 do tb E 
FEIDER. 

(2°) ontw Е С Lie RG HOEREER UEB aA 
Ло, 也 基 左 不 变 外 微分 形式 - 

(3°) 设 羡 是 L0G) 的 大 ,而 oo 是 工 G)* 中 的 对 个 
&(о%Х,)=б\). W 

da'= Ула Ao", 


isk 


ПЕНЯ rie EG ERRER, В r; = enak Бп 
da=— J ey o! Ao" (Rh e ERLE 54.3 习题 4 中 的 构造 党 


w- | 
17. (Cartan 5{Ж)}# б, ЄТ,*СМ),1жЁ, 


其 中 0, 线性 无 关 , B y TB Ло; =0 Е, 


m= Ур hoj, RP hom. 


К 


86 ЖИМ, ОМЕЛА 


6.1 HE 好 的 定向 
Т. R" 的 定向 
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Bierne ,es] 和 [ei,-… ;er] 是 向 量 空间 К^ 的 两 个 基 , 且 
е Cl1 t Cray уер 
( :)-( 65 X) де (с,,) 920. 
e Mart" Onn é, 
如 果 det(oo) 盖 0, 称 [el e] [er e ТС 
等 价 关 系 的 三 个 条 件 ) 。 容易 看 出 Р" HERRER S fk, 记 
— 
Геть" ое) 的 等 价 类 为 Fe yes]. 
如 果 det(c.)>>0, 称 这 两 个 基 是 同 向 的 , 记 作 
— 
[ee 可 一 [er ее]. 


如 果 det(cr)<0 称 这 两 个 基 是 反 向 的 . 记 作 
—— 


[Leis***,ea]=~— [el sen], 
ш к 
я=1 ef е ef Шш 
o о 
ЫЗ 
в=2 e; 
[| e 
e 
0 “ о в 
в 
r 
а=3 ү" {в 
О 
е 
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FER 恰 有 两 个 不 同 的 “定向 "(参看 图 57). 
2. 用 的 定向 
设 (CM, 依 ) 是 4 维 0" 流 形 ,(U o), (z) 是 任 一 坐标 系 , 我 们 


в ө дү ... (0. 
[sz э, Gi. (52) prev. 


а. Ia га 79 1, 
MIP, DSP уут qar] ,和 一 [Bt] 


E 


д д 
атра АА IMER CEEA p CU 的 


—— 
a a 
[э =], 
例 1 ПЕ ФН (U paso) (У, К pa R"—> 
R" ERF z" =0 的 反射 映射 , 即 


251, 


显然 


0 8 
ду! дт” 
0 __ 09. 
Gy"  Əxz"° 
所 以 
一 一 .一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 > 
0 .9 1-9 .9 а, 
Гатау) ато = Б 


Оа!” 7 Ол" 
定义 1 — n E C" RE, PRATEN. 如 果 存 在 
多 i 性 多 ,使 得 满足 ， 
AD Vel Vap EPNER M , 
(2°) WRU apa ie U spa) (УЭС Ф|, Ж 


0) 


5 ач га a , 
[sz , :| буз |E 0.70 中 )。 


此 式 等 价 于 


д ді. дл" д 
ду! ду\ ду! || Ox! 


3 да! 1, да" д 
ду" ду? Оу"! \да* 


Alal, pa" 
JET | ome, >0, 


一 个 可 定向 波形 С 2) 的 一 个 定向 是 对 满足 (1") 与 (2 ) 且 
关于 (2°) 具 有 最 大 性 的 子 集 傅 , 己 乡 的 一 个 选择 .所 谓 最 大 性 (3*) 
ж.р) С, ЕУЕН, р) 多 /满足 上 述 杀 件 (2°)， 
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则 (0489) 21. ЫТ, MRU DE W(U,2)5 2, 中 
DENU PARRER). 
—1 жей Е—1=НН(М,Ф,Ф у (М ,Ф)&— 
可 定向 流 形 ,而 EOM, Pueh. ВЕР, Ш и RER, 
` _ 90 д 7 А 
这 里 p=| Gor (U9)E DPEV). 
如 果 ( 了 ,多 ) 不 是 可 定向 的 ,我 们 称 它 为 不 可 定 庙 的。 
Ж 定义 1 中 的 条 件 (2 ) 等 价 于 由 
ах Даа" Айу! А Лау" 
ВТЕ Л p. U В, жя 
д 四 
引 理 1 ЖОШ, оу" 可 定向 流 形 , 多 1 如 定义 上 中 
所 述 (满足 条 件 (1) 和 (2°))， 则 出 Zi 唯一 确定 了 一 个 2,, 使 得 
21с2.с2,8 


(1,2,2,) 
是 一 个 定向 流 形 ， 
证 明 令 
一 {(U,9)| (UW) E 久 , 且 与 多 中 的 元 素 满足 条 件 (2°)}， 
容易 验证 Ф WERON) (WEAD ANZ 

一 个 定向 , H 
引 理 2 设 (Y, 多 , 儿 1) 是 一 个 定向 流 形 ,而 

2,={(U paw) UP) ED }, 

期 (了 ,多 ,多 ;) 是 另 一 个 定向 流 形 。 . 
更 进一步 ,如 果 И 是 连通 的 , 则 恰 有 商 个 如 上 所 述 的 定向 . 
证 明 ,只 证 后 半 部 分 ,其 人 条 留 作 习 题 ， 

设 多 ;是 M 的 任 一 定向 。 对 子 任何 pE М, 选取 了 的 坐标 系 (U, 

Фф), ED (0,4), (#'}Є ®,, (У, 9), 09623, (Ё,ў), 
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179E WBRA 
O(z!,...,z") elan") D,E 
Фу!,+,.,у*), E T) AFF” 
ACF!) 
Gy1 
有 2, 和 多 ,都 是 定向 , 故 
Ә(аї, куат) дб, 06,07 
lyt, +++ ,5"), 091, :-*,9"), 
同 号 ， 换 名 话 说 ,Jacobi 式 的 正 负 号 与 坐标 系 的 选取 无 关 ， 
如 果 必 是 连通 的 。 设 (0,9) E 1,(7 ,$)E 多 ,, PEUNY; 
{UF) ED E, PED, 
gEUNT, 


而 
о, [0,1]>M, o(0)=p, c(1)=q 
是 M 中 连接 2 fa q йй. IF COLL EEU, p) € 2,, 
(U,, 9) Fs, 使 得 它们 的 Jacobi Җ jw 同 号 ， 因 为 on([0,1]) 
是 M 的 紧 臻 子 集 ,可 选取 有 了 眼 个 {C,，…,Du1 杜 盖 ([0， 世 )- 
容易 看 出 ro， Jo 都 同 号 ,这 就 推出 了 Jacobi б Л, 
92571, AS. 
PUAU, е) =(Ё,ф),(У,р)=(Ё,фФ ЮН. 


Jurjon 5. 
从 上 立即 得 到 #,=Ф%, 或 者 Ф,=®%,(@Ф@ЖЇ 59). + 
定理 1 W OM, 9) J n O° 流 形 ， 如 果 存 在 M 上 的 一 
个 处 处 不 为 0 É n Br O° МК о, ШЕМ 是 可 定向 的 。 
ELL СМ, 2): — 9 Ç” 的 可 定向 的 仿 紧 流 形 。 则 
存在 一 个 M 上 的 处 处 不 为 0 的 2 CO RER o. 
证 明 (1°) (DV ,9),14')E 多 , 且 U 连通 .因而 有 С" 函数 
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fo: U>R', EA 
а=}, Лак", 
由 于 o 处 处 不 为 0;f。 也 处 处 不 为 0， 因 此， ЖЕЛ 7.20, 或 
者 处 处 f<0. 2 
@, = ((U,2) €C2| f,>0) GRU TAER), 

期 2, 是 下 的 一 个 定向 , ERE, 多 1 中 的 坐标 邻 域 履 盖 M, 因为 
对 任何 %E 下, 如 果 在 的 坐标 系 (D,g) 中 ,了 ,之 9, 则 在 ?的 新 坐 
EAU, pro) hf. 20. BeóF,#pR(U,o),(a 5) €2,,(V, 


PEZ WEU 上 ,有 
апл даг^е-}-а=-#ау' Лау, 


(r!l, ee") 
дут, у), 
最 大 性 是 显然 的 。 
(2°) 设 多 ,是 村 的 一 个 定向 ; 则 {U1(U p) EDEM fy— F 
FARË. 因为 好 是 仿 紧 的 ,所 以 有 局 部 有 限 的 精致 Co | Uas Pa) 
EE 多} ,而 14gEo 是 附属 于 它 的 1 的 分 解 . 设 {x5o) 为 (Uo,go) 的 坐 
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标 炒 数 , 我 们 定义 
ЕТО 


显然 .是 x 阶 C" 微 分 形式 ， 
RRE o tEn EW EMU, p) y E2, 
且 wEU, TA BR UNUA. ШИЕ UNU. E tr 
dst Л Adah = fad y ДА+ Ady". 
因为 (07,ф), (Carp Є, falene >0, flr)>0, fala) 
Еабт)220, 再 由 


Уе.) -1 


可 知 存在 g. (z)2>0 [д] ge. (z) ЙС) >@ m 


L galed 7.0200, 
这 就 证 明了 


o(s)= ул gedah, А Adat, |. 


S( E ба) Со) ву Лучо. Ф 


定理 2 HON, О) R уа 0" TRE, ШЕМ Е 
有 一 个 处 处 非 0 ПОСОКА р”, ВЕЕ У С ВЕР N, M> 
T(R) (RH! WWA), НАТ УСМ, М(х) EE Tro 
CRAC, M> RU ЕВ) £ T I. TM RA 
非 0 Ж. METEK. 

ЖЖ В! „Т o (R'tky Е ЭЕТ (а) R ЕЖА 


G рЫ вш” 8, 
ЗША ВАХ, 而 言 的 。 
证 明 AEAN, EIM EA 
ED A Ytre 
F.) z€ M.Y CT, O(R"UU) жи Т п Җи. osla, 
BREN o Буп р С° 人 微分 形式 。 由 定理 1, REENE 
мт 0 
(RAE) 落 存 在 zE 亲 ,ofz)=0. 则 对 所 有 的 X i... ,Х„Є 
TÈM). 
O=ofa) (Xy, tt, Xa) 
=I"a(z)XX i, ,Xa) 
ICT Хуе Ха), 
ШЎР i ERA НЕСТ, o (RH), Е ХЄТ,(М), 有 
形式 
У=г.Х+АА(а) (AER) 
因此 .对 性 意向 量 
Y. =1,,X:+AJN(rz)CT, BN) (1<ї<т), 
有 
B(I(z))XYi, YO pO a Ki HAN GCE), 58, 
„Х„+А„М(т)) 
=B(1(#))(1,,Xi Xe) 


+ УА ас), X... X Мв), 
i=l 


了 
十 其 它 项 
=0+0+0=0. 
其 它 项 为 0, 这 是 因为 N (z) 出 现 两 次 ,而 4 ЖЖ; 第 二 部 分 
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为 0, 是 因为 
О (ба) N а) е) аА ЛАКА (а) 065, 
N(x), --:)=0. 
ВТ Yi, OF. ЄТ, СЕ) ЕЖ, Я (Са) =0. 
但 是 ， 


аа) (Bs) dA 


Аа“ одда) 


a1 5 
' . 日 ô д 

=driA Дах" (N (a)r) ата" t ap 
(5 бада "дд? 


пат) а)ба Айа" (әз 


бетп = (ЭО Саа), 


n+l a 
a= УС) САМ (aa аЛ Ла А Ada" E 
iz] 


笛 为 入 Cw) 关 9, 所 以 存在 io N (а) 0, p(I(a)yA0. 这 就 扒 
此 了 矛盾 . # 

定理 3 50М,90) R hynt С", 如 果 在 M 上 
有 一 个 处 处 非 0 的 “连续 法 向 量 场 ”, 即 存在 一 个 0 (连续 ) 映射 
N MTR) ,使 得 对 每 个 xE 肝 ,N (ху ЯЕ ТоС") 内 
EEF Ts(7-( 开 )) 的 一 个 非 0 向量 ， 则 到 是 可 定向 的 。 

证 明 设 (ri|ji=1,G n + 1y Ж R 中 的 通常 坐标 RM 
的 连通 的 局 部 坐标 系 

01у), {w li=1, +n} Сард), lin), 使 
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д д 1 д д 
а aT] 
《只 要 有 一 点 满足 此 式 ， 则 由 也, 连通 、N 连续 和 零 值 定理 推出 此 
式 在 Ui 中 都 成 立 ) 和 


д a га Ж 
|] 
WA UI Ue h I U: Р Ж 
° | [аи ди" д 


дю! | ду! 7 бы © дш 
д “өш г o |а Р 
Op дь" да" БРЫ 
N — їДу 
其 中 
дш... би 
дої дь! 
det ди! ди" 
ди" дъ" 
... 0 
即 
д(ш!,+++ 
Be me 
所 以 


2, -ove)， Есе [эк Эи } 


是 于 的 一 个 定向 ,因而 到 是 可 定 沟 的 ( 参 独 图 60). + 
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ж Ф,= (оде), 


го а 
[5665 жи, 


# 2 ШСМ, P) R" fu 1 


АБЕ o ko BJ 8 X, Wi 


Ж L Dia i=1,-- 


ЗКО 
дула д 
0 < dí Om 
和 
3 _ dr д 
ЧӨ ав Эт 


М 


ЖЕ X СЛ 


R C” 子 流 形 ， 如 果 它 有 连续 的 
торда В" КОЖЕ bro BM BJ 38308 Bu 
(Urp) ,人 9) ,使 得 


: dr хаз) 
э з же hy. = = e. 
相当 十 通常 的 -区 > Ia.) 


5 (юман уа) 


1148 


向 ; 必 在 可 或 0 中 与 X 同 向 )。 


т! dy! 
Piit- g 天 0， ета 


== dz! Ча! 
тео RS. 所 
以 在 UY U: 中 有 
dz! 
di dr dal 2 y 
19 da dd da , 
dt 
这 就 立即 推出 了 


Grey: | s x8a] 
АЛО ЕЙ АПЛ ГЕНС ЗЯ 6). 
EREN 2 [C pre) (0) оре хан] аме 


一 个 定向 。 
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例 3 EM, 2)& n RORE, nf M 上 的 整体 的 
坐标 {z}, 则 M 是 可 定向 的 。 
特别 是 p" 和 p" 中 的 于 集 都 是 可 定向 的 . 


э... н 
ERLA [Upa ој 是 мл 
定向 ,而 
®,= (Upo) (25 


是 型 的 另 一 个 定向 - 
例 4 СМ Фуд п СБ, WREE M 上 的 整体 0? 
CES EHE X iSl, ni M M 是 可 定向 的 . 


(sl у") 
< 


— 
事实 上 ,25= [Upe | agl 


хараан еа, m 


> 
9, [орко (5 r= ы] 


Амй. 
显然 , 合 3 h Glisin Ë 了 [上 的 整体 0" 基 向 重 场 ， 


因而 它 是 例 4 的 特例 ， 但 是 反之 并 不 成 立 ,例如 5", 
Ë Б =i, yeni) ER (а) + (ат) 
了 是 可 定向 的 。 


容易 验证 = yle -是 S" 上 的 С" 单位 法 向 量 场 (参看 
i=l 


第 二 章 84.2 例 4). 由 定理 2 或 定理 3 可 知 S" 是 可 定 阿 的 . 
例 6 ik P" Ju n 维 射 影 空 间 ， 则 当 且 仅 当 л 为 奇数 时 是 可 
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定向 的 ， 

Ë p18*>P"， 

р(®)-=р(—»), 
ЖЕШ. Hü o 为 定理 2 的 证 明 中 所 构造 的 S" 上 的 一 个 处 处 
ЗЕ 0 BD n Br C" 微 分 形式 ， 如 果 ”是 奇数 ， 则 在 P" 上 恰 有 一 个 
Сеп 阶 微分 形式 各 使 得 6 二 9" (一般 映射 并 不 成 立 !)， 因 此 P 
是 可 定向 的 ， 如 果 #8 是 偶数 , 则 Р" 是 不 可 定向 的 ，( 反 证 ) 老 Р" 
是 可 定向 的 , 则 应 存在 P" 上 的 一 个 处 处 非 0 的 #* 阶 0" 微分 形式 
©, Mi pos gog 处 处 非 0， 另 一 方面 ,车 z€ 5*, 则 
g(z)>0<—>g(—z)<0, 

由 连续 函数 的 零 值 定理 , 必 有 上 E9" ,使 8(E) 一 0 这 与 g 处 处 不 
мон. 

AT 如 果 M5bius 带 作为 АЗ С" EMFRE (M, 2) 
{例如 习题 14 所 指出 的 ), 则 是 不 可 定向 的 。 

如 果 ( 寻 ,多 ) 是 可 定向 的 ,多 ! 是 一 个 定向 , 设 (U ,9),{w!， 
ER, p i ED 我 们 令 


н 
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= +1, ООо RH =l, ВЕЕТ 个 МЕ 
C”( 当 然 是 连续 的 ) 单 位 法 向 量 场 广 ， 但 是 ,这 样 的 场 沿 中 心 线 连 
续 变 化 时 ， 在 走 完 周 后 ， 它 将 指向 相反 方向 。 这 就 推出 了 也 后 
《 参 着 图 62). 


图 62 Möbius i 


直观 地 ,我 们 可 以 作 一 个 M5bius PHRA, KARE E 
有 厚度 ) 可 以 认为 是 两 个 方向 上 的 革 位 法 向 量 的 端点 ， 可 以 看 出 
如 果 一 面 开始 次 上 放 色 , 岂 最 后 都 次 上 了 颜色 。 换 名 话说 ,在 一 个 
点 任 兰 地 选择 单位 法 向 量 (x), 则 由 法 向 量 的 连续 性 要 求 ,终于 
在 初始 点 上 追 使 为 相反 方向 的 法 沿 量 一 N(z)。 

定义 2 WO. POMA ФЕ n 维 ERRE, E 
们 的 定向 分 别 为 罗 1 和 2; 或者 用 и fü v 来 表 示 。 如 果 存在 C" 
微分 同 是 I 

Р, Мэ M,, 
使 得 
2;= 00), PISE U) рә FÍ. 
或 者 
F.g=v, 

即 对 任何 РЄ Mo ЖЇК, X= СХТ, (MI 的 
一 个 基 ), 则 有 
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DPX ЕХ) оо (ЖАЙА ЕКА) То СМ) 
的 一 个 基 ), 则 称 F 为 保留 定向 的 映射 


6.1 习 题 


1 在 [et -61] “Гессе, Р, ПЕАТ ЖЖ = 
件 。 

2. ЖОМ, 9) Cr 的 # 维 法 形 , 91 和 91 为 满足 定义 1 中 的 (1°) 和 
《2°), 而 多 ,和 多; 分 别 是 由 91 和 多 ?确定 的 定向 ， 则 

,= 9 91 的 元 素 和 9; 的 元 素 都 满足 定义 1 中 的 条 件 (2°). 

8。 不 连通 的 可 定向 流 永 从 有 两 个 定向 蚂 ? 

4. 证 明 0" 流 形 的 可 定向 (或 不 可 定向 ) 的 性 质 在 0" 辽 分 同 且 下 是 不 变 
的 。 

5. ШОМ, S RC. PDE n СРВ, Р, М-М, 是 СУ 
ME. хто ETME, B 

{хек =, 

шй Р) FFX Ee X 

6. 证 明 例 4 中 的 2， 确实 是 一 个 定向 条件 <“C*( 连 续 )? 用 在 何 处 

1. ХОНА DUDKE X, (DAF EROLDA 


[Х\(0),---,Х‚60)])=[Х(1),--+,Х,(1)], 
8. W К,а URE CH deh В" 中 的 Jf 集 , 且 


эх], 


QPF), ,9F, 
ду! Өх" 

талі ... =n—k 
OP», .aa 
Өх? ду" 


从 第 二 章 2.3 例 5 可 知 ,由 方程 组 
aaa 
Р.а") =t, 


ЗЕТЕ С М.Е M 是 可 定向 的 。 


《5 是 常数 ) 


+264 + 


《提示 参看 定理 3 的 证 明 ，) 

9. ШЕ O Lie HG 是 可 定向 的 。 

10. ШОМ, э)® п О" С AAT), ату тра ОЕ 
Ж. МА еј йот). 


11。 用 尽 可 能 多 的 方法 证 明 。R* HARE ИЫ, FEA А! з ANE 
是 名 定向 的 。 


HAS xS ETERS. 
12°, (1°) 证 明 
G mọn а —b, n б, 
эз ап Ön а, b, “un 
det -+ СЕО ... |220. 
aa —фа a, On a... —b., 
ba Gn ba Әла Dan 8а 


(2°) 如 果 将 n át k RUE H А МА АВЕ 2 n ФМТ, 证 
明 它 是 可 定向 的 。 

13. (м.ж), э. н н 维 0" 的 可 定向 访 形 ,证 明 
(М.х M,,9,x 多 :) 是 可 定向 的 . 

14. ОЁ, [0.2 zJx (—1,1)> ВЕН 


F(u,u)= (2 cos u+o sin( $ kosu, 2 sinu 


AW н 
+ за) 3) 


ЗНО. EA 

(1°) F([D 2 х) (—1,1))E Möbius 1 M, 

(2°) МЕ RH 2 维 C 正则 子 流 形 。 

(3°) W Möbius 带 的 中 心 线 =0, 法 向 量 连续 变化 ,在 走 完 一 周 后 ， 它 
将 指向 相反 方向 ,通过 计算 验证 之 。 由 此 推出 M5bius 带 是 不 可 定向 的 。 

(4°) МЖ СКАЯ P 中 。 

15. 设 ( 用 ,多 ) 是 RURI 2 # ОАЕ BOE, ПА M Ей 
整体 的 C "法 疝 县 场 (参看 例 7)， 

能 否 将 此 结果 推广 到 R 中 的 % 一 1 维 C 可 定向 的 正则 子 流 形 СМ, 9 > 
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的 情形 ? 
6.2 0М 的 诱导 定向 


1. R" :的 诱导 定向 
设 ZR" 和 万 "1 的 自然 定向 分 别 为 
— 
Гез» нее, ,entl, 
一 一 一 一 
RIERO Dle ,es 为 Le "ео В" БАЛЯ ЕТЫ. 


— 


—— — , 
йй, [Cl en u (е, = Гене]. 
| 3 o 

т=?,} Е Ар (—1) [е = [е1]. 
п=з, жш (Dene) 一 [eaye 站 (参看 图 63). 


e,=(—1)* es 


е. 
( оча] (CDx бє, ol 
0 gg 


(—)°%;=—6 


2. 0M 的 诱导 定向 
定理 1 W(W,2)E ni C" 可 定向 的 流 形 :定向 为 Pi 而 
(M, PNW, PITEN, 
OM = {М ДЕ Фя 
GEE: за rh pi b ӘМ 有 区 别 !1)。 于 是 有 
(1°) 型 是 可 定向 的 ， 
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(3°) 如 果 对 任何 PE9 对 ( 非 空 )， 存 在 一 个 含 p 的 坐标 邻 域 
Ep) (07) ,使 得 
ФОМ 0) = С) е |27220), 
ФМП) pU) |а" 0), 
ОМ п 1 维 C" 正 则 子 流 形 ,并 且 6MM 也 是 可 定向 的 ， 
证 明 (1°) 设 多 ,二 人 Vosgo)} ,显然 多 1 二 {和 站 Vo фа) 
ЕМЛЕ. 
(2°) WO 22=1(007,р), (z (U ,gp)E 多 ,, 且 满 足 DOAR 
ЖЖ (Л, e.) (2) C, (U, pa Ay IE 2a Е О ПС 


a) 


р — 
Ea dr J= Е To arl 
MLL y'= утат, eat, 0) 20,3 


(yl yt) ду" 
Dr) Or 


了 = 人 
ду... ду? 
дег `7 77 
de s ду l >. 


Jat о дзет яр 0 
ду! 
入 аага "=й 


MÈL о о ( 贸 作 习题 ) 可 以 得 到 


CEELEN | 
rE harao 7? 


s“=0 


OMNU ,plaxne)| (Up) Є 23} 
WET O M 的 一 个 定向 ,因而 8 于 是 可 定向 的 《参看 图 6). Ж 
定义 1 ЕСО И NV,plaxnv) 1007,0) Є), Е 


257 = 


— TR 
fonia эрг ДУНАЕ ди 的 定向 称 为 由 xr 的 定 


向 A 或 多 1) 决 定 的 0 DESEA ARA ða. 
‚1 W=R,M Ду R М-ГЕ О М DMS EBE 
C0" 曲 线 (参看 图 55)。 


aM 


例 2 W=R hhh 2 # C“ WJ, M X) ЮРТИ, ӘМ 
为 满足 定理 条 件 的 C0" 曲线 (参看 图 66). 

例 3 W=R, M Жу RY 中 的 开 单位 球 , ӘМ =8% 为 满足 定 
理 条 件 的 2 从 C" 流 形 ( 曲 面 )( 参 看 图 67)， 如 (2 ut, м5) = (9, 
#,—т), 
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6.2 J = 


1 mem he 095) >. 


2. (1°) AWSR ERAR C E E h И. M —[(s,y)| Kt 
Уа 9М= (2.5) 129-571 3% ty MERR М 的 定 育 和 
9 好 的 诱导 定向 . 

(2°) 设 训 = 半 , 它 的 定 揣 由 外 法 向 所 确定 (参看 图 67), 

Mi={(r 5) aty hd, 
M= {leyl H t EL 
RÒM, 和 DRM:。 用 图 形 表 示 M М, АЯ OM AMAER. 
GO В = Ва СЕИ, 
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M—4(z,y.z2) zty <l. 

RM Ж BES M 的 定向 各 94 的 诱导 定向 。 

(4°) АД и {Cry rty =) 是 由 它 的 外 法 向 确定 的 定向 流 形 ， 
М ={(ш›у»›а)|з°-+-у%*=1,0<]:<1}, 
求 GI。 并 用 图 形 天 示 M 的 定向 和 ÒM 的 诱导 定向 

(5°) #=Л*,М=Н",ЖдМ, 

3. WR EEEN С” 的 正 向 波形, = 人 Cry 十 天 < 或 I< 
уа). 

жом. аам 是 СЕТЕ, EPRE! 中 的 条 件 (1)， 为 
什么 ? 

KME, METAR 2M 的 诱导 定向 ? 

4, RW =R RAKK CERNE, M ER Mp ERATARA 
ARDAF, MBER OM 的 诱导 定向 ， 


87 Stokes 定理 


1. f 
定义 1 RU R "中 的 开 集 , (z) 是 R 的 通常 的 整体 生 
— 
Eb r ogi RET U AERE CE RA 


一 


Urma- [асре engaia. 
设 f 是 U. 上 的 实 函 数 , 我 们 定义 


Í>. Газ дө, Абзал оаа", 


这 里 s= tl, НН В) Rieman 积分 假定 是 存 存 的 ， 
ТИШКЕ СУ, 9) n 维 C” 的 仿 紧 的 可 定向 流 形 , 由 第 
ZES 3 定理 4 可 知 ,至 少 存在 一 个 W 的 坐标 邻 域 的 局 部 有 限 的 
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ЭНЕ О, PA) WE EMEF W 1 的 分 解 ， 

1 M EW 的 开 集 ,3 М 满足 第 二 章 86.2 定理 1(2") 中 条 件 
зда, мум EKKI. EEREN BIH M 的 定 
бй» Атин дм 的 诱导 定向 决定 的 定向 流 形 为 6 ， 

因为 WUB 紧 各 ,所 以 只 有 有 限 个 U, 与 М дм 2e С 
хар. 

定义 2 Шод Бн Стас, ERBER UPa), 
fz} 中 ， 

O= akal sd Л йл", 


于 是 我 们 定义 
f= E faeo 


-xÍ э (шеф!) забх Л Хах" 


a Фән (ENUO) 


SE Í aolen rro. 


“ 


(由 于 ИГӘ 紧 致 ,因此 上 式 中 ， 求 和 号 只 有 有 限 项 不 为 0. 再 
Ho и Еж CH, Supp g, $ 09м 是 紧 致 的 , 可 以 看 出 ， 
上 式 右边 的 积分 是 存在 的 。) 


引 理 1 Buy fyo DES W 的 坐标 名城 的 局 部 有 J 的 


ЖВНЕ EL T Eñ ЖЯ 1 的 分 解 的 选取 无 关 。 

证 明 设 {(Vs,ys)} 是 另 一 个 W 的 坐标 邻 域 的 局 部 有 限 的 
FAE АГАИН ЕДО Ж 1 的 分 解 。 在 局 部 坐标 系 Uar 
Ф.) iA яз фа) УО, 

& 
osasta! А /\йш"*=ёвФу! Л Ady" ЕО, Us 中 )， 
于 是 
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A(z! rer, se") 


Boag у) oe, 


rí. ЕТТЙ m Egz ааба Aset ба" 


= Г. тату (ёз; or) 

; вй! А Лаа" 

и тр? (Bap ) (Гора?) 

` ada! A Лаа" 

-=DE J. —— ot) 

faeta bady! A Ady* 

р» Í, = пур (ЕСФ (ГФР 

wdy A Лйу" 


= 工人 атр Оез Эу! AA, 
| 


( 国 为 求 和 号 中 只 有 有 限 项 不 为 0, 所 以 和 号 可 交换 ， 其 中 第 三 个 
等 式 是 将 它们 化 为 通常 的 Riemann 积分 ,然后 用 通常 的 变 芋 代 换 
公式 得 到 ，) 


引 理 2 о, оо, EW, 2) ЕН) С”в-Ж#Җ,АЄ Р, 


(1°) Їз o= 一 f. 
(2°) Јај ә. 


= 272, 


(5°) fot on)= f pot fyon 

(45) 如 果 M, 和 М, EW 的 不 相交 的 开 集 ,于 = MU М,, 
ММ, 5 Мн —Ж,0М =M JIM: 0M NIM =g, Н. 
它们 都 满足 定义 p ИШНДЕ. TER 


f o= for, fa” 
证 明 可 从 定义 2 立即 推出 ( 留 作 习 题 )， Ф 
例 1 É M. M, E "中 的 定向 开 集 ， 
F M > M; 
是 С? ЧЕНЕ, Е.О) = МСР ЖЕШ Ж ЕЦ, 
o=fdy At Лау" 
是 M. ЕЙ C"n- 形 式 . 


А (YE y" ` 
F о У ват Лаа А 


ШИН А АЗА (只 对 M, 和 Mo ЗЕЛЕНОЕ. 设 й, = 
еї, М.М, t1): 


foros | улул Ada 


OY EERE ` 
= m f: 5 LA Лат 
Осу, ут) 
=af í Эсхат) сй" 


= муше 
= шиле лау 


sfafar A Nady 
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= Јо (这 里 的 积分 都 假定 存在 。) 


* 
fs o= fo, 
x мз 


所 以 


Јао аал лаа } „дуд а", 
这 比 通常 的 积分 变量 代 换 公式 
Í r ез. у ? pa ак" =Í, ЕСИ - dy" 


z 
的 优越 性 在 于 除去 了 讨厌 的 绝对 值 号 。 
一 般 地 ,我 们 有 
定理 1 (RERO IMM, 和 M,,0M,, W, 分 
别 满足 本 季 开 始 假定 的 条 件 ， 
Fo I.W > W, 
是 0 微分 同 胚 , 且 Р. (01) = M,, WN 


Г ә. 


证 明 设 {(U6, wo 是 W. АВ ДОАО ОРГ ЛЕВ ЗЕ, 
ft&o} 是 附属 于 它 的 广义 ОЛИ, СРО), оо) Ж, 
的 华 标 邻 斌 的 局 部 和 有限 的 升 涂 盖 ,{8。* 玉 } 是 附属 于 它 的 广义 1 的 
分 解 (参看 图 68) 。 于 是 我 们 有 


Jf e= x= f. —— (mF): (фо Е)! 


PACH (О aD) 


Upe Р) 1) (Е) 


Ж speen fa 


таж MEAN 
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Фа) = pa (FD) 


Е 8 


定理 2 (Stokes) СИ, 2) Еп C" P o RUTER ` 
J, M R W Е OM WER 86,2 定理 1 (2°) 中 条 件 或 
жде, MUOM ERAH. 由 定向 流 形 评 诱导 МЖА 
EAM, їй ОЛ 的 诱导 定向 决定 的 定向 流 形 为 9 到 , Еу 
Ce 一 1 形式 ,了 9 开 一 型 是 包含 映射 。 则 有 


Ге fore afze m) 
证 明 由 题 设 ， 并 从 第 二 章 83 定理 2 ERN 8 6.2 定理 
1, 我 们 可 以 选取 坐标 邻 域 的 天 覆盖 (Un oa 上 一 1,2，…]}， 使 得 
Ф(0,)=7?, 
m aM YU S= REH g M [YU AA hh, 
ФКМ ПО) = аа" 0), 
pAMNU)=p VIN xs">0). 
于 是 存在 WW 上 的 一 个 1 的 分 解 (gli 二 1,2,"…'}, 它 还 诱导 了 0 
上 的 一 个 荆 的 分 解 48ilanli=1; 2 从 . 
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sms f „к! J "Ce. 
可 以 推出 ( 注 党 : 除 有 限 个 外 ,ga 二 0 


fe (ео) ево нса 


ачен far (Be) f; re 


最 后 剩 下 的 是 
引 理 З 的 证 明 (1°) GM YU, = 9. 
ЖОЕ, gw) 的 局 部 坐标 为 {y }， 


во ED a dP A Ай A: Ada", 
+=1 


所 以 


аба з= (У (аат Лав" ) 


#=1 
= Убада. йа" 
0z ` 


由 于 ge 下 -PS 二 0 因而 a,|ri-ry=0, TE a, 可 Ж 

[—1,1]#=4(а!,+-+ ж”) Srl iI, R БС” 
函数 , 使 得 a |[- 141- 年 一 0 《参看 图 69) ， 我 们 可 以 选取 一 个 
特殊 的 1 的 分 解 ( 留 作 习 题 ) ,使 得 下 面 第 一 个 等 式 成 立 。 


Јанар анла 


= “да, їл... һ 
my иел Ade 
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=} 
z да, 
=e да, detada 
Уј дд и 
а ` 一 А 
= А 1... hose d 
eE foi в, |. dz dx 


‹2°) ӨМ YU At., 
"да; x 
Гао {аЛа 
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бән 


Ш 


да 
= ao Лак" 
Уели? FA Лаа 


s=1 
ы да, 
ё Ef (ъд) да ЧЛ" 


= а да, 
Xf: -p Aleo) ga &* de 


к= 1 AN 
@1,--йа2'+-- da” 


s- 
=P. yaa ТЕСУ 


а= —1 


е f а | a... "a 
С-та "ierg 


= f u. в„(ж\,---,а*С!,0)у4д1+-+@л*7! 


=-ef - Gala, epa" 0da! dp! 


=Í Стан EREET mEt LETAN 


se Adamt 


= Sepa (Ennan AREA 
j=] 


(参看 图 70). 
Ж 在 不 至 混 洪 的 情形 下 ， 我 们 常 将 Stokes 定理 写作 


үр do = fazo. 
2. R" 中 的 例子 


下 而 我 们 给 出 Stokes 定理 的 一 些 具体 例子 ， 在 刍 个 例子 中 。 
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87.1 定理 2 的 条 件 总 是 假定 成 立 的 . 

ЗЕЛ JE R" pi k ЯЕ ДУРИ, ЭП 
Ж о АМ AS ЕСК" 的 》 
上 的 Ств, 而 


M— R" 


ну 


和 
Ги: OM >M 
都 是 包含 映射 ， 则 Stokes де 912) 


Ј ә є аә f, 400) 


人 Co) = S oO at Ton) "0 
{ше ou (masafa do 
-fzo ). 


BJ 1 = 81, AE р, M 
й. 5 
= (а, 0), ӨМ = (уң Да}, 图 70 
e= f ÈR! EE Co-RA BB. 4 C" РЁ. 4»=['(е)4т. 
则 Stokes 定理 为 


Г 9 га? 
或 u | | la 
ЈР ва 9-а о) |}, 
这 是 积分 基本 定理 , 即 Newton-Leibnilz AR. 
例 2 W=R. MENE, 0 0М, hW RETH. 
ЭМ ao А > К _{дф др 
ФМ, араг адуу ЫСТ -WR de= (99—92) гал 
dy, FÆ Stokes 定理 形 如 
10-52) dsAdy= f paz tady, 
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这 是 Green дж. 

m 3 ЖАЙ 2 维 可 定向 的 2 ”正则 子 流 形 ,型 是 下 的 有 
界 开 集 , 边 界 为 64， BW wz Y M mr. e=pdz+qdy-+rd2 
为 五 ?中 的 9” 1 -形式 ， 


do= (6-9) dyAdz + (52-5) dzA dr 


бе 
于 是 
Гл —э)еле+(@ — глав 
„(2 - £) dzAdy ] 
=f 4+ айу+т@з, 
RE Stokes ДУЖ, 


例 4 W=R, M 是 在 界 开 集 ， 边 界 为 OU ,由 评 决定 了 并 
MÖH, 
e@=pdy/Adz+qda A dz +rdeAdy, 


do= (22. + 25 + дт ÎE )е^\4ул4, 
则 Stokes 定理 为 
362 + SAL 5=}4елаудаа 
= {рау Лаг аба Хаз ах Хау, 


ОХЕ ТА НГАБ ТАИ САК А АЖ), ЖЖ 
КЕШ. 
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873 S 


1. 在 本 节 中 ,如 果 муам Ж, {U MEWA КАРАП МЕЕ, VE 
Аж 0. у M U0M 相交 . 

2， 证 明 引 理 2 

3. 在 引 理 3 的 证 明 中 , 试 选 取 一 个 妖 殊 的 1 的 分 解 , 使 得 满足 证 明 中 的 
mk. ` 

4. RWE R pih 22 C" 正则 子 流 形 , ЧГ ра. ДЕТ, ОМ 
DOR, Tawka T MALM СР, M, OM WR Stokes ЖОЙ А Б). o= 
s pdz ет C” IEA. 写 出 相应 的 Stokes 定理 。 


Pn 


5. е = В", MEWAK E дле ДӘЙ, ЕЕ T Wm ӘМ P, MIM 


йа Stoko ERAH o= УС pArA Adg A: Лазе J R* 


中 的 O“ DER, ЭЛИНЕ Stokes 定理 。 
6, ШИ", Е B" 中 的 开 集 , ӘМ 为 边界 ,由 W АЕТ М man 
(IV, M,0M iihi Stokes ЖАБ). Г Green 第 一 公式 


fv Ada" 


= A Adr A A dr 
ECON Dod A AdE A Ada 


"1 дию PAA.. Agan 

ел аз", 
- - а r 0? 
Hp uo ДО” ЩЩ, Лау У 

т. а дЕ На ННОВа, WR ER E Laplace 方程 
an u o 
ану аг 

MP о И. 
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=", M EW АУК, ОМ 为 边界 (做 ,下 ,9 Wl Stokes Ж 
ЭЖЕ), 如果 wu 加 是 如 ”的 调和 图 数 ， В м. оком. ШЙ, в. | = 
trine 

в. BE W = R", M 是 R" iA, ОМ 为 边界 , 由 评 决 定 了 下 和 ol 
(OW, MOM 满足 Stokes 定理 条 件 ), 则 有 Green 第 二 公式 。 


а 
2! тше аа Ada" 


ды дв. Ga АФЛ Ada", 


CURTE ! 


= Гуро 


Яі оте" Ж. 
9. Шо 是 二 维 单位 球面 8" 上 的 Cr(n 一 D- 形 式 ,证 明 f :ao=0。 


10. W = В, M JE W ЛЖ, = G U C. C, n C, = ФС 71). 
Шо W E C 1-0, H W kar M ,дМ,С,, С ӘМ 与 C 一 
致 ， 也 与 一 巴 一 致 :外 ,4 ，BU 满足 Stokes 定理 的 条 件 ), 证 明 

ELET 

It. ROV, я) n 8 C” J o BATEREN, KERRE Д W о Ж 
W ER Сп 050, Wl 
o==s0( B] o HARESH W 的 任何 满足 Stokes 定理 条 件 的 W, MaM 


сие РА) е | gio. 


Аат 
12. ВЯ Stokes 定理 中 的 条 件 * o Жее". 
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5 8 Riemann 流 形 


8.1 Riemann (М) 

1. Riemann 流 形 (М.Е) 

定义 1 所 谓 一 个 Riemana 流 形 是 一 个 C" f n 维 流 形 (M, 
9) ,并 且 它 具有 一 个 对 称 和 正定 的 C 的 2 MERED е, е. 
T, PXT. M)> В, рє М, ПЕЙ, 对 任何 Xn Ya ZE 
ТМ). ЛСВ, WER: 

(1°) gn Х,)20, В gX X 0 Х,=0 

(正定 性 )， 

(2°) gX Yd (Y, X) ОН, 

(3°) EAX +, ZDERE n 2) + BY, 2). 

ЕКАХ, Y =.) (ӘӘ: 

(4°) g EMEN C ЖЕН. 

- 我 们 将 此 Riemann Ў НН (ОИ, g). g HERBAS), 
称 为 内 积 或 度量 张 量 或 Riemann 度量 ， 为 方便 起 见 .经 常 省 去 7， 
BAE, Y), 

Riemann 流 形 实际 上 就 是 将 每 一 点 的 切 空 间 欧 氏 化 ， 同 时 要 
求 风 一 点 到 另 一 点 变化 时 保证 充分 的 光 请 性 ， 因 此 它 就 是 艳 氏 空 
间 的 推广 。 

例 1 0029, {y'} 是 局 部 坐标 系 ， 
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出 
ha д д 
EX. neg 12 Dr 


¿= (оў a)" e (Хз a Dia ба! 


Ы i i ы дж? 
¿(= д \дх бесе P a баз 


ПЕЕ 


Эа’ да? /ду' öy öy 


iim) 


< 284" 


gure( Bir, тат) = S asr: ат) em 

h ТЕЖ A PE tE ИПИ ЕГИН Се, aE iF EBE. 

不 难 从 上 述 侍 标 形式 灯 定 义 Riemann 流 形 ,并 且 可 证 明 与 定 
X 1 是 等 价 的 ( 贸 作 习题 ). 

2. 仿 紧 的 几 个 等 价 条 件 

ЖОН, 多) 十 -- 个 Riemann Ж, ЖИКЕ g=) X, Y 
ETM), 定义 了 的 模 为 

Ix|=v<x,x>. 

ЖХ 550,790, 2 ХЯПУҮ ZAHRA MOSSA) A 


х. үу 
сову 
(由 Schwartz RERI, У ТЕУ D (参看 图 72). 
定义 2 Шо жЕ Га, ьа OHR, T. = 
oe (Sr) © осв тз), RUTE а Si b ë o 的 长 


20а), 


о уду 


САЗА ЕЕ. ВИЛ ЕЕ). 

0, 8 yt С" 上 曲线 оС Се оаа, В 
REREH, Но [ta ta] БО BR i= 1,22... ;太一 1) 的 
长 定义 为 各 段 长 的 和 。 

引 理 1 |o]; 的 定 文 不 依赖 于 oCL6,5]) 的 参数 的 选取 。 

证 明 Бф. Гс, djela, 9 是 0" 的, фе ф(и), e(e)= 
a pld)=b, ф'(ш)2>0. ЩЩ Tosstu)=p (u)T elpu), 于 是 


e i. 
J VAD, Т.С) ГЕ АСС ЖАСО ДОП 
=] Уйла, Ф 


定义 3 ОМ, 2) Жл епапа И, p. q € M. 
我 们 定义 

рр, q)=inf(|ollo 是 过 楼? 和 9 的 分 段 СВЕ, НФ 
段 上 处 处 了 天 0)， 
可 以 证 明 ， 它 也 等 于 

inf{1o 11e ЖЕНЕР ЯП 9 的 分 段 C RR. 

引 理 2 对 任何 PE 于， 取 了 的 局 部 坐标 系 (U, p) (27), E 
得 p94p)=0, 则 存在 a>0, R2+r>>0,W Ht 

TADIS PERIE) (EPA), А= (|а| 
a), | 

证 明 ao, E Asirije җа) фр), ERARA 


Š 
z 


B=((%, XP oD Ed Х,= Ао L APs) 
з= il 


+L, 
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[x VO ED E gona 
М, 


E -TERAN , ТЕЗЕ ЖЕ КЕ Rn E 7220. 
(1°) т о роо ВЕ А! МИЕ {ШЭ О” 曲线 ,由 
TERRE T0, 所 以 车 选取 曲线 po ЮК, ШТ, 


Dabe LANI 为 方便 起 见 , 令 o《0)= e(b)=q(Ë 
га im] 


жЩ 14), B0), Т,(0) EB,1E(0,b), 于 是 ， 


图 ?4 图 75 


b — — A 
lol= | У.т 


> үз Za AAU di [ийет 
如 果 o Е В СН, АЛЕ В ET.. $ 
q Ao НФ {т ауу 75), Ц 
lcl> У йочат lpg) 
A fp 对 的 定义, 有 
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alp: Drip, 
(2°) 到 特殊 的 с, фс 为 连 0 和 w(9) 的 直线 段 , 子 是 


dipte 
plpn slol= fv TD di 


"ва коса). Ф 
定理 1 HM, а) (д, >) — ИЕ А Riemann WE, 
о 如 定义 3 所 述 ， 则 ( 开 ,p) 是 一 个 度量 (上 距离) 空间 , ЈЕВ o P 
ЛОТЕ M 上 的 拓扑 一 致 ， 
证 明 我 们 先 还 满足 座 最 空间 的 三 个 条 件 : 
(1°) В |а| 220, А olp q)>0. 
Бо 是 连接 p 和 pp 的 分 引 С°Ң 3E B. ро Ж À h K: EST 


去 的 下 线形。 于 站 


1 1 
=, уттурат ats f rask, 


这 就 推出 了 
Оов) лао | Е=1,2,-.-} 


<inf |12. |=, 


ю(ф,р)=0, 

这 外 ,如 果 p94, 则 可 选取 充分 小 的 o。 汪 0， 使 得 它 满足 引 理 2 的 
ЯЕ, ЗЕН p 的 坐标 邻 域 U1,D 1 一 p-!1(4),gED,。 于 是 

olp = infi lo] |o 是 连接 p 和 7 的 分 外 0" 曲 线 ， 且 在 各 
В Е. 7.750) 22ға20. 这 就 证 明了 

о(р,ф)=0<=>р=. 

(2°) 如 果 EER p 和? 的 分 段 C 8, о (a)= p, 

о(Ь)= а, НАВ Е, БТ ,550, Шо (а) =0 (0—0) на) 
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We Q 和 2 的 分 民 С" ЩЩ, 0100) =0(6) =9,00(1) =о(а) = р, 
HERRE ДЖ 720, ЙЫШ о |= 1011. РИН о 的 定义 
ГЫШ оСр,9) = 0(4,р). 

(3°) БОЕ p fü q В 0" 曲线 oi, 再 取 连 接 4 和 ?的 分 
БЕС” 曲线 о, {ЕТИП ЕЮ ЕЙ ЖОН TA, 708520, ФН. 
lim .011=0Ср›9), Ноо |= (g r) „З о1о) = р, 0100) = 
4.0100) = 9,0360) =т, 显然 ， 


оң), a<t=<b, 
к) = _ bd— 
о а H=) paise 


ЕН р $ü r КРЕ СШ. 且 在 各 段 上 处 处 T. 280, F 
是 


ерт) |а| = loji + loil, 
令 вэ 十 oo: 则 有 
PPSSPP D HPG, T), 
EJ, MAGE 2 中 的 公式 
rle(q)!=<p(p:0)< # |р) | 
推出 ,由 p W ЕНЕ tanto M НЕЬ НО. H 
定理 2 YFERN п 维 C" 注 形 М, РАНЕН 
的 ， 
(1°) М A Аз 空间; 
(2°) Мо ў, 
G°) маб, 
(4°) 在 М ETETE Riemann ДЕ}; 
(5°) MERRE. 
证 明 (1°)=902°) 3 2883 推论 1 
QG MEZES EA 12°). 
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GOSU) MEZE S3 定理 FEAM 上 的 坐标 名 
BORRARON ARU MARR AFER S L NAE E, 
BENU ts Шана EEA U. ках Rie- 
mann RRD do ВВ Соо, черә =®%. W ga aÈ 
EM LEE C CEG ETTET ЖЯ. Ф 


>= в 


容易 验证 它 满足 定义 1 中 的 条 件 ， 因 此 它 是 W 上 的 一 个 0" 的 
Riemann ЖШ. 

(4°)2(5°) 由 定理 1 推出 ， 

GOSU) 因为 开 是 连通 的 局 部 可 分 的 度量 空间 ， 则 南下 
ЖӨ 3 可 知 M 是 可 分 的 ， 再 由 第 -- 章 85 定理 3 得 到 是 
AZA. H 

引 理 3 ИЕШЕ А КЕ ГӨ yp) 是 可 分 的 。 

A 0 0(2,7) =(уЄ M|p(z,y)<r ЄМ, #20, 对 
s yE M, MREMA Ui, r) 和 DU(y, т), Eee 
U(y,r'),yCU(z,r), Ша 和 y Ж R-AK E Ry. НҢ 
Bibe Rr s М. REALA хЁу&=<>уЁх, 

设 ACM, RNS 

SA={yEM|y Ra HET z€ A), 
S"A=88"14, n=2,3, e 
ФР, НЯ (z), 18 ${х}=5, 容易 验证 уб‘ 
®Є S"y (WITRE. 

下 面 我 们 证 明 ， 

(1°) 对 每 个 zxE 开 ,33 ДЖ; 

QO 如 果 A4 是 可 分 的 , 则 SA 也 是 可 分 的 } 
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(39) &#U(xz)= Ü srren. 则 对 和 任何 z yC М, RE 
бе 


(а) (у) =$, U(z)=U(y)., 

a°) DEA: yese, БЖ yRz, ЖЕ r,rr>0, ER 
U (в, (у, 人) 是 可 分 的 ,并且 уЄШ(#,т), EUr) 
HA oler FE r >O, E 

p(z,y)<ri<r!, 
设 ro>0 НІА 
тот туут pla y) туст р(х,у). 

我 们 证 明 С Су, т) С Sr. п EUC, To), M 

piz, ipla, y) + обу, 2) Lp ry + тут т,ту), 
2Є0(=,7), і ОС) еа), ЖШ, Еа, т). 我 们 将 证 
UG, r OCU r) ПЕШАК Uy r ВТЕ 0702,71) Ж 
可 分 的 。 设 00702, r), Bl о(2,20) <r, MJ 

PLY WEP) + о(2,ш) <ю(у,2) HrK tr <, 
因此 ,wEU(Y,r 人 ,以 上 证 明了 对 每 个 zEU(y,70) AzRe, Hh 
О (ут) Ст, ЗШЕ Т Sx EFR., 

(2°) 的 证 明 ; 设 4 是 M 的 可 分 于 集 , DE АШТ 
Ж. Жасбл, ШЕЛ yC A, бЁр: Py 和 存在 一 个 可 分 球 
U(y,r) UE r, $ ?70>0， 使 得 它 是 一 个 有 理 数 , Eol, y) 
<т0<7. ВАРАТ ЕМИ, TECDE 

ply) <min{ ro plz, y} r — rih. 

从 

p(z,z)=<<p(z,y)- p(y,2)<p(z,y)-+ ro pt,y)=ro, 
推出 2*ED(z,70)。 为 了 证 明 U(s,76) 是 可 分 的 : 我 们 只 须 证 明 
U (ауто) Ену О (уту, За wEV) WJ 

plwy) plw,z) +р(а,у) <то+о(2,у)< туб т—ту=т, 
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因此 ,wEU(yY,r). 

于 是 84 被 包含 在 至 多 可 数 多 个 中 心 是 万 中 的 点 ， 半 径 为 正 
有 理 数 的 六 分 球 的 伯 集 中 ,显然 ;这 们 集 是 可 分 的 ， 因 而 它 的 子 集 
SA 也 是 可 分 的 ， 

(3°) WER Б т) NUGA, WE Є О(г) ОСУ). 
于 是 2ES"z 和 2ES*y (#01 т лп), MEss, RRR 
жЄ S"z. jk, zES*zCS"mYy, 这 就 推出 了 对 于 每 个 k,S*xC 
Sey, REU (CUC), K, ФИЯ СЭСО (а), 
Fš U(z)=U(y). 

由 (1"),84= U ба 是 开 集 . 因此 ,U(xz》 ЖЖЖ. (2°), 


5"z 是 可 分 的 ， 因 而 Оба) УЙ. A M Б By B. U (x) 
是 开 集 ,以 及 (3") 推 出 М = (х), Н, М 是 可 分 的 ， + 

3. 体积 元 素 和 长 度 , 面 积 ,体积 

引 理 4 设 (型 ,&) 是 0 的 Riemann 流 形 , 出 在 任何 局 部 坐 
BRAU p) (еу, Е 0" 的 规范 正 交 基 . 

证 明 WE Gram-Schmidt EZE, i 


д 
пету 
9 Š 
Yamha qar дату 


д д д 
даг йа дат + Bar 


д д 
r,=1 r+ eert Аме БУШ: ГЫ 


BY, Y > =0(i j) TENCE Ү, >=@< д), 
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д д д д 
са 了 ы БЕШ бунда 
< = ' Óx 0+ бг, духу? >= ыа, 2,е,)—1), 
TEIRRA AGC. mic рд б, сӯ tama 
BOAT Y. EU LECH, 4 


e= n— 
Iy. VY Yo 
天 {eili=1,2,…,4]} 是 UU 上 的 C°* 的 规范 正 交 基 .， + 

引 理 5 设 (MM,g) 是 % 维 可 定向 的 Riemann 流 形 ， 它 的 定 
HA u, #m3Be(e.li=1,2,--. 8) Т„( М) 中 的 规范 正 交 基 ， 而 
Х#,|Ф=1,2,+.++,вь} ЕЮ. W 

(1°) -ER 

ИАДА, 

ВЕД ААБ, Гев, еее] п, 的 视 范 王 交 基 的 选 到 无 关 。 


(°) # p 的 局 部 坐标 系 (Dsp)，tz 中 (| утэу], 


=u), 
FAS ^ = удаа ахі A e Ada”, 


其 中 а= < » = 
证 明 (19) Rie 1 1 2 00) E TM) 中 的 另 一 规范 
— 
正 交 基 , 且 满足 条 件 [el，… ex] 一 Ar {Wi i 一 1,2,… sw} 是 
CHIRE. mkF 
(С) (- ett Cla №) 
e, Cal tte Onn е , 
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(e sz) 
Wi Ad. + d, A 
其 中 (cb AERE, B. асс) =1, MW 
иер (Уват, оле) E васле 
(e) (= [>= a} Б daea Wale) 


= - у ГСН = але, љо 


кые 
BR (d „Сс HAERE TE BEERE, B бека.) 
一 二 这 就 推出 了 


лли [Ea W) AA (ат) 
воа) WA ЛАН. 


(29) B-r Lee Nl 
р 


к = 05-707) =Ç вне. Уа, ‚>= Уа, o 


RICZ = (aaa) ,所 以 | 
беа) = V det(g@,) (det(a,)>0). 
由 于 


нл) 
2 
Gx! 


=det(a) adsl 人: radat 95), 


ЛЛ, = деа) А Лад" 


因此 ， 


• 234. 


= уйе.) driA A dz", # 
定义 4 БОМ, г) н ГТ) Riemann 流 形 ,由 引 理 4 
和 5, 在 下 上 可 以 确定 一 个 处 处 非 0 的 C" 的 na- 形 式 , 它 在 每 个 与 
МЮ н 一 致 的 局 部 坐标 系 CU, p), (z) rh 


> 
1 
ШЕ: ср 


WA AW, у ет) dr A Лаа", 

‚ 我 们 称 它 为 上 的 由 k ЖЮН. FMV 表示 (一 能 地 。 
ERE С" 的 (wn 一 1)- 形 式 的 微分 ) . 当 4=1 RAMET Gk 
ЯОЙ dl ds); 当 m=2 时 , 称 为 “本 各 元 素 "( 表 示 成 44 或 48). 

定义 5 IOM, g)i C" Hyn i Riemann 流 形 ,{z) 为 局 部 
举 标 系 ,我 们 定义 绝对 体积 元 窗 为 | 
[de | =y qet(gu) dæ! eda’ 
《型 不 必 是 可 定向 的 )， MEW, M, OM 满足 第 二 党 有 7 条 件 , 定 义 
型 的 体积 为 


人 i= = (erp Va dz... da" 


pal мпгау 


ЖЮ ЛЕКЛЕ SRRA R АЕО АО ae Ua go)) ARH 
属于 它 的 广义 1 的 分 解 18*} 的 选取 无 其 ( 留 作 习题 ) 
设 f 是 WV 上 的 连续 函数 ， 更 进一步 我 们 可 以 定义 第 一 型 积分 


f fai 


Ef aco EOI gep VTE dada", 


容易 验证 它 也 与 (C0。, pe))》，{Ee)y 的 选取 无 基 ( 留 作 习 题 )， 显然 
а= В ЕЙМИ, 
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ЕЕЕ 2 RE ER AERA KE M BU. 
WRF ЕТИ CERET M ,体积 元 素 为 dy = Л 
AW aB 


улар лела. А 


JENER RÜ fo 为 第 二 型 积分 . 
йэ n 我 们 定义 (，) 为 


< ” да* >= ё, 


ва, у Ус ды 
кр нату ане 


容易 验证 CR", С, У О” йз Riemann W, {ж 


ERE (dk 
ау = ах. Adas" 


为 规范 


为 体积 元 素 ， 


зл 习 E 


1. ВСИ Ж Riemann ЙЕ ,о:Са,53= М i C” 曲线 , 在 对 的 局 部 
КД. БЫЕЛ: 


«= yanay ayy a= NE sds д pa ш 


Ки и, > з = жт 
dz' da’ 
TEEPA E-a ka 


于 是 
а= Ул абаа", 
т. 


(1°) ож R" їй) C” ЊЕ, BAARN К ДЖА. 
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(2°) о R hh O ht pt р W hy WE fk Са у), ВОН 
с ЭШИ 2,5,0 СОАО Е УНН аА, 
2. iz R" 以 道 当 的 内 积 
р-ну А 
ME R" айр k ЖЕТЕ. 则 于 自然 可 视 作 一 个 如 ”Riemann 流 形 如 下 ， 设 
LMR 是 包含 映射 , 则 
La TO M) тск), 
XYI, X1= X 
令 有 为 
ХР) =, Х.Х Т. 
(1°) іе ЖМ Ей — i Riemann В, ХНС, 9 5. #2Riemann 
Ei. АУЕ К, ARNAS, >, 
QO 设 4z9 为 Е in kb ЕЕ РВ. ИАС, {ui 二 1,2,…， 


7—39 


юмде, п] 9,58, |в, Шалгы в веж 


дш? Tu 


为 


йн! /\,-, + Adu”, 


(3?》 当 n=3, 弄 二 可 中 的 开 集 ,局 部 坐标 为 球 华 标 {7,8,9}， 写 出 相应 
的 3 BEREE 

再 对 柱 坐 标 {7 ,8,2}， яш 3 кил. 

(4°) У n=3,M2 R° rh 2 [ле 8405 TUE, БИШ 2 Е ВОЗА ИШ 
面积 元 素 )。 特 唱 取 局 部 坐标 为 tr:y} 时 , 写 出 其 2 维 体积 元 素 ， 

(8°) 当 如 一 3 型 一 他， 局 部 坐标 为 球面 作 标 10, р), 502 维 体积 元 
Ж. 

(6°) 4-3, М = ИШ, КИЛЕ REH 4819.2), TA 2 维 体积 
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(7°) 3 n=2,M Ж RR 中 的 2 维 开 集 , 局 部 坐标 为 极 坐标 {7,9}, 写 出 其 
2 维 体积 元 素 。 

分 别 画 员 (3” 0" э ЖЖ Н JU BI. 

з. Р КҮТҮҮ, (zy), ЖЮ R 中 的 2 维 定 定向 子 流 
E.M ЕА p lu, s| 5 0, P: 的 通常 内 积 透 导 了 有 上 的 一 个 
WR, Wa 工 的 单位 法 回 量 为 


а 9 

аа д, а 
поа" да T ду + дг. 
| ðu де | 


W: (1°) з'4ду/\йг+ нёд атма A dy 


n' n? тў 
дз бу бс 3 el 
=de| фы йи ду duAdo= |201 а/д, 
ди др 1 
or ду д: 
Qe др дь 
a | =, в, -2 
(2°) За |У ЁС E, Е г Q A 


ET БР СЕ 


(3°) 面积 元 汪 блв уаз Баа Лак аав /\ бу, 

4. ЖОМ, к.) fn СМ 8 E: C” i n deaf E Ry Riemann ЖБ, F, 
М.-М. Ж СКЕН, На:(К„Х, P,Y)=g (X, Y), ВШ 
Ri:mann RRNA EA, EA 

(1°) Fob ER R Enti Riemann 度量 的 . 

(2°) mE ie E Tren (Mo DATEER, {of} E {е} RHR Ж.И 
fe, 77) ТОС ИЙЕ, Но, = Fo, HE [e AHSA, 

(37) F° ЖЖЖ Во Л Ao SFA A Лал). 

UD # M fi M, 是 紧 致 的 , 则 它们 有 相同 的 体积 。 

5。 该 


ЕДЫ 


y _ 
e= ду йа Уу) 


是 В" (ОРЕ С 1-52, 证明 
a°) =й © Ж. 
(2°) о Е S'(z,)=((r,y)|rt+yt=riri>0) БЯ 
оа SL (0=are зу, ШЕЛ). 


(3°) f— ө=2 x, ЖЁН o ЖП at gp ARA АЙ (ж. Aih 
o= 46 АУА AN). 
6. it 
Ета 
是 到 一 10j 上 的 С 2-0, 证 明 
(1°) do=9, M o ЖИП A, 
(2°) о 5°{т„) = Конул) |z Буа iü ЕН 


о= 60 (аа жий й, BRES GOD. 


G [зоа я ЕН o 和 d4 артй, 


т. 设 R" ЗИНО НЕВЕ Да, еее л}, Эр R" Ра DE С" 
EFR MLR BRAR ее ошена МЫ, h n" 3 8 WG N 


ВНМБ, N= у ао ж ЕЙ ST ВШ o” 


位 法 疝 量 场 ， 


а= ур азна" (YE е») 


是 R" 一 (03 上 的 C” 的 (xn 一 1)- 形 式 .证明 
(°) м0 п 一 1) 维 体积 元 素 


ap= OD ndr A A RA Ada". 
(2°) de =0,RBil o ЕЙ ÉR. 
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G) oB Е атп) оаа у= ER 


u fy tE OOO, 于 是 推出 了 避 和 a 


п 
r 
部 不 是 恰当 的 。 
3. (1°) 设 M. AM, 是 C” WY, Р.М, M, k С" ВЕЛ. ЕВ 
Р.» ТУОМ) Е„,(Т,СМ))СТ CM) 
是 一 个 同 构 。 

{2°》 如 果 (1°) HOM g) C” Riemann 流 形 , ШОМ), Е) В С" 
Riemann HË., 

因而 Riemann 流 形 的 任何 子 流 形 也 是 Riemann ЖЖ. 试 举 出 一 些 R" 
中 子 Riemann 该 形 的 例子 。 

(3°) ШСМ ЕСИ, Е) Riemann 流 形 ,它们 分 别 导 出 的 度量 
《距离 ) 通 数 为 p, 和 ps, 对 任何 ,495 М, НЕЙ p (p.q)= p (p,4)t 

9*。 证 月 定 义 3 中 的 

inf{lollg EEP M g ВЕЕ С htk, HERRE Taret} 

=ipf{lelle BEH p # g ЕЕ С” heh. 

10. {#ОМ,, g ORCH, g+) PRE C” 的 Riemann ЖЖ, MT C” 流 形 
М.х M, 有 各 下 络 出 的 一 个 Ricmann ER g= gx gn tey) € Мх Мз, 
WIA Peso (Mx MORF T. (M) T (M) | 

EKG X Ep DD gA taga Ka Ta) 
WE g Ж Mx M, 上 的 一 个 C” Ricmann УМ. A 
g X0) FDS 
BB(X.,0)5(0,Y.) EZ, 

ї1ї*. Rf E C б) ieman WE (М, <, У) ЕЮ O" Ë 3, f to Ese 
(gradient)graq f НІВА <X.grad f >y=Xf (X€ (M) 定义 , 证 明 ， 
‹1°) grad f€ (А), 

(2°) WR М ЖД. grad 了 至 少 在 两 点 为 0; 
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G°) Шо, вм С” щй, ато) =E, yE жаг} 
_ а? lo (0) 
т dí ° 


0 ka 
Эт а. 


(8°) R С", С.) 是 通常 的 Riemann Ж, ЖЕШИМ (z) 中 ， 
32, 59) ii GH ваная, 
(6°) IEM grad ЖО”, 


8.2 仿 射 联结 和 Riemann ЖЕ V 


Т. БАНКИ V 

定义 1 PIB a О* 流 形 M 上 的 一 个 仿 射 联络 大 一 个 法 ， 
则 Y, 它 对 每 个 和 E 双 (好 ) 对 应 着 一 个 映射 

ум) (M), 
YV v.Y, 

наити 3 fE, 

°) V (Y +Z) = v eY рү; 

(2°) VaarZ=V.Z +у,Й, 

(3°) жуу 

°) v (fY)=fv/zY+(XF)Y, 
这 里 SECM), X, Y, ZC (M). 算 符 ү, WART X Hhh 
变 微分 或 协 变 导 数 . 

引 理 1 СЕ M 有 一 个 仿 射 联络 V, 忆 是 下 的 开 
ТЕ. X, кєм), ЖЖХ|=0 Ү|„=0,Шу,ү|„=0, 

证 明 TEY |,=0,рЄ0, &ЄС"(М), A TEND ep) 
=0, REE /ЄС"СИ) EB fD=0 fa fluem, N SY 
=Y 和 
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(VzY)g=Vx(fY)g=(Xf)(Vg)+f:(V-Y)g; 
它 在 点 为 0。 关 于 Xl, =0 类 位 证 明 ( 留 作 习 题 )。 — 3 

Жж МЕНЕН v 诱导 了 开 的 任意 开 子 波形 世上 的 
一 个 仿 射 联络 Vo。 事实 上 , 设 X, YEZU), HHA peU, HE 
Х',Ү' ЄК (Му, X'|, =X|],, "||, Jerh V # B 
OR. ВИИ (Vrh СУЕ Je 9EV、 由 引 理 1 这 等 式 的 右 
DES X', Y (RR Ей. З раг ЦУ 是 上 的 
一 个 仿 射 联 络 ， 

特别 地 ,在 局 部 坐标 系 (DU, p) (z ih ПН 


д 
re 
NG lt er 


定义 了 口上 的 联络 系数 (Christoffel 函数 ) Г, WRU, y) (y) 
是 另 一 局 部 坐标 系 ,我 们 四 


(1) 


д тә 8 
рд = r? - 
Vergy" — «дут 


定义 了 站 上 的 联络 系数 .利用 联络 的 西 个 条 件 , 在 UN 中 ， 
我 们 容易 得 到 ( 留 作 习 题 )， 


Ôr! Or: ду” = Or: ду” 
z S Го t ева = 0) 
> ду" ду? Ox — дуду? Ox 


Ty = 
зго, mikusa Raba ша: 
Тр едо адва йе Г}, ВЕ 得 TEIE ИЗА quni АЗЕ 
КД ЛЫТ ЫЛАТА 


Sbi uhu Т АНКА М», 最 后 ,我 们 在 站 
上 定义 一 个 仿 射 联结 六 如 下 : 变 开 .了 E 呈 (2) 和 PE 型 .如 果品 
是 了 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 ， 令 

(Va Y= (Vor, Yi), 
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这 里 六 | 和 了 1 分 别 是 X 和 了 ELU LARR. Mv M 上 的 一 个 
仿 射 联络 , 它 在 每 个 坐标 邻 域 局 上 诱导 出 性 络 we 。 在 不 致 刘洋 的 
情形 下 , 仍 记 Vs AV. 

BE 2 ЖХ,ҮЄ Ж (М), p€ М, Х,=0, (Уху ),=0. 


证 明 设 (Up),12 直 是 2 的 局 部 坐标 系 ， 令 X 二 本 也 
PECE), р) 0154) нах, e (ry ECO, 
вх, =-т| › el fi ЖЕУ E P RMY), = 


z 


(Vzax Y), = Уа) h= 0-0%, Р),=0. # 


BIR 3 ХУС СМ), рЄ М, ОДС" hik, 000) =р, 
т.00)= Xa, (у), B X, 和 To) 完全 决定 。 
证 明 ЖРА (С, фә, 2) ë 


=> В аат чт ” 


А 
спа, чы а EP 25), = сив (00), 


rem Te vg), | 


ӧл 


a 7) 


+ 8%) Heh v бт), ]. (3) 


从 上 式 还 可 看 出 ,(Vx 了 )s SWF X 的 的 选取 无 关 ， + 


图 ?6 


注 # o k M фс", TOSTE), YE) € 


тои ВУЗ ECM, ERRERA 
TO= et (50) „ = 

则 定义 | 
vnos (туг) 


ADRIE Б) БУЙ ARER EAB). 


Р, 


定义 2 ож Мй С" Н, ТЕТ, YU) ЄТ, СМ), 
FORTECA, WMR VY 0, MER YOE о 平行 的 ， 
如 果 у. 7=0, Шо 是 一 条 测 地 线 。 一 条 测 地 线 称 为 最 大 的 ,如 


果 它 不 是 尾 何 测 地 线 的 真 限制 。 
定理 Божо, 5] 上 的 0” 曲线 ,也 


=F e, MRE 


ШҮЄТ, (M), 存在 c 上 的 叭 一 的 一 个 了 (i) ETM), 使 
得 了 (ta)= 了 ,了 () 关 于 i 是 C7 的, 且 了 (DD) 是 党 0 平行 的 。 


证 明 U, p) (х) (а) АМИ, E 


UE, 


sE ги = a'la(t)), 
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T(ü)=T,(ty= Ж (эу), 


тау y (22) 
车 了 (和 ) 沿 a 平 行 ;, 即 Vr 了 二 0, 则 


ovr Азел), „+, Ea arho] 


gD 
а) БАр (ш 


ie 


» 
ЦЕ) 


spilin riy ү 0. 
> dt ' У гь dt ү (зу) 


< 人 双开 гй mok =1,2 n. (出 最 的 平移 方 种 》 
(4) 
因为 初始 条 件 了 (4) = 了 确定 了 % 个 初始 值 了 (4), 由 线性 常 
微分 方程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 以 及 利用 延 拓 的 方法 证 以 
AAA 平行 的 唯一 的 C” БҮ. H 
ос 是 一 条 测 地 线 ,好 YT=0, 于 是 在 局 部 坐标 系 (UV, р), 
{к}, 


dx? dg’ Я! =) 
0=v p= Кыр sg таг дат), о 


ee E 01 


(5) 
定理 2 Бн C° WOUE M H — 4 U ЯҢА v. p€ M, 


305 + 


X€T,(3) WEM АКН Вос) ,使 得 
00) = р, 7,00) = Х, 
证 明 RU, gp) (rE BRRR RR ES 
pU =A (rla) а e) 
和 和 (Pp) 二 0， 则 六 可 以 表示 为 


оз) аЄВ. 


' 我 们 考察 微分 方程 组 
dz’ шт 
р OSiR), 
б ERa, a") га Оаа), 
кашы 


{Xl ye kal) „=(0,+66,0,о!,++.,а”), 

i e K WWE 0с 0, ОСК тоо, fgE|s'| cenl KK 
(їп), 上述 方程 组 的 右边 满 是 Lipschitz 条 件 。 从 常 微分 
方程 组 解 的 在 佳 性 和 淮 一 性 定理 ,我 们 可 以 得 到 : 

存在 常数 b 0 M С° Ва), G) (тіки, НЬ) 


得 
ao 00000) (іа), <, 
а E TROD, en AD 0) 
А 


(1% Ат), |t| <b 
(2°) Cal) yee, ше), А164), es... 2%( шо 
= (0, :..,0,а1,.*. а"); И 
(3°) AG) Ke PEKE (іа), jt] b 
(4°) EOC ERER) CORGO 
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ARH, 

这 就 证 明了 存在 一 条 满足 条 件 900)=p,T。(0) 二 耳 的 M 中 
HWER о. ЕН {Ер ЖОХ ЕЛЕЩ НИЖЕ !=0 的 某 个 区 间 
HERAN. К, АОАЗУНИЙТЕГГД ЕРИ, Яп Ж РА ЖИН B 10) 
аєа) ЄЗС ЫЛ б, 则 它们 在 I YI, 
Еже. Те, ААВ 2 的 结论 ， + 

2. Cartan 结构 方程 

R n # СУЧ M ОГАН VY， 我 们 定义 

T(X,Y)=VxY—vyX—[X, Y], 
R(X,Y)=VyVi -Yr Vr Ver ra 
R(X, Y)Z=YxVrZ—VrVxŽ—Vtr, r32, 
ЖАШ X,Y, Z€ $ (M). 

BR, T(X,Y)= —T(Y, X)MR(X,Y)=-R(F, X). 
容易 验证 T(fX, аР) = РЕ (X,Y) M R(fX, gY) (hZ)= 
fehR (X, Y)Z, f, g, ВЄС“(М), X, Y, ZEZ (M) (WE 
HAD. 由 第 二 章 85,1 习题 12 和 定理 3, 偏 线性 映射 

DMEM) EM), 
(X, Y)—>T(X,Y) 


KOM) ZKM) x  (M)— (М), 
(X, Y, Z)—> R(X, Y)Z 
分 别 确定 了 (1,2) 型 张 量 场 了 和 (1,3) Sk BL Ep R, TRAKE 
H, REA AERE, 
R pEM, U, Ж PRR, Xot X ÆU, EA C" E: B E 
Bo MENEZ (U,), 有 


x=>'f'x, f ECU). 
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在 U, 上 ,我 们 由 公式 
Vz X= XU X, 


T(X, X,)= Th Xy 
n 


(Ххх У Ri X, 
ЖТ С" BRT, Th, Riu. WR 
[X,, X,]= у е X, ol EO (Us). 
则 有 


引 理 4 (1°) T5 Tiu, Rh = — Rh. 
(2°) Til Tie, 


(3°) В. = У (ГИГЬ—ГАГЬ) + X Th — ГЫ 
= es rk. - . 

证 明 (1°) HETLXST(X, X) =—T (X, X) = 
Ti X шу Bh X SR, ХуХ=—В(Х„ Х)Х= 
-JO RI X, 

Т, = Т, 和 ВВР, 
‚ (2°) BETRAKTA, Х„)=уу,Х,—\Ул,Х,—[Х„Х,1] 


= (TT) 
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Ент, Гага, 
(3°) HY Rb X.=R (X, X.) Xi=Vr Vr X,— Vz, Vr Xa 
= Vexo xX; 
“(5 TRX, у (5 гах, ) Узак X, 
гу SID, Ху D (Хг), УГА TX 
= ў 0х, Га) х, Уер D aX 
= Уа, гаг) TX Th X Ph 
= elh |x, 
推出 所 要 求 的 公 江 ，  # 
E 如 果 可 ;是 局 部 坐标 侣 域 ，, 二 可 (二 1,…,n) 是 此 
标 基 向 量 场 ， 则 | 妈 7， 刀 |=0,6%=0。 子 是 上 述 公式 就 成 为 
T= Th 
Ві, => (ГЕГ%—ГАГ учет. 
ж а?а, ўн) U ЕЙ С-Н 
өХ,)=0, = Гь" 


定义 。 很 清楚 ,oj 由 Us 上 的 函数 i, 因而 由 联络 了 确定 ， 另 一 
方面 ,如 下 而 定理 所 指出 的 ,0 可 由 曲率 张 量 场 表示 ， 
定理 3 (Санап 结构 方程 ) 
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dat 一 一 Бале + Утин Ле", 
dol=— уло! +PER дө, 
证 明 h(- есле у тө Ле") хә 
= [= (Хш (X) оС] 

+ тоо) (х1 

=- E Inari lal, тты а-аа 

тън тА ТЕРГ rs 
Гуо =d chA o X) ХХ) 


[ХХ = de X, X.) 
推出 第 一 个 舌 式 . 


HA- Eont y D Rio Aa (X, X= 
-ToX et) oo Xa)] 


y LE Bi [e CXn)o CR о (Xo (Xn)] 
2 i,k 


S-E| I ras D rii- у] a D гё, ] 
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+ вём д] = rr 
dsk к 
+ УГ, Аа ГЫ Х.Г — Уер 
; ; 
=X,'Ti— X Tiu P Te 和 全 
=x,.( E пав), (>= гиб )-(= Га) (уох, у 
= ХХ ,) ХХ) ӘХ, X,]) 


=dok X, ,X.) 
推出 第 二 个 等 式 . + 

3. Riemann 联络 

定义 3 ЧЕ С° Hy Riemann WIE ( M ,Ç,>) 上 的 一 个 仿 射 联 
Ж v, ЩЕ. 

(5°) ФЕ 70, MIHE X,Y EZ (M), v үу Х— 
[X,Yi=20: 

(6°) ХЕ X,Y,ZC%(M),Z<X.,Yy=(Xv,X,Y>1 XK, 
VY Д HM ‚С, у) Е Riemann 联络 ， 

引 理 5 (1°) C" 流 形 和 WH 上 的 一 个 满足 条 件 (5) 的 联络 v 
( 称 为 对 称 联络 ) 气 礼 对 任何 局 部 毕 фа (Oz) # ЖЕ Pa Га pe 
Brisas. 

(2°) CWE M 上 的 一 个 满足 条 件 (6°) 的 联络 у> 


изин (z ) 和 坐标 基 向 辣 场 [| Ж 


дг., 2. 
人 
П 
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所 > 平行 移动 二 保持 内 积 不 变 ， 
证 明 (1°) REG), TC(X,P)=VxY 了 一 VrX 一 [X, 了 ]=0 


(任何 并 了 E музни, (г), 


д д Š д 
Ve бх* Yz да’ 6 ду? ] 


=E трг) б овга n). 
(2°) REG): ZX TSX, YDH X V OUEN X, 


Y BEZ (Mesti 0 0) туу am ут 


ЕСЕ ду? 三 ?+ + v = гә 


人 
; ; 


E X0)= Уа бг YO 80 гв сена 


(0) 的 关于 的 0" Bit T 0 DEF -i ‚т бн) 是 - 
ооой. ЖЖ Ха) Y OB ерт, M 


da! + dr? 
ИЕ Г. 7—0, 


а =. 


于 是 ， 平 和 移动 下 保持 内 可 不 此 Ш ОХ), УСО) 
0 ZKU), F) 
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Бени) Берен De E p 


+E auat = 86а в: le (ru ra )в' 


е (гоч) EER] Уг ы “т 


— ari, ун, GEM обо, X(),Y (0) E 


=l e Ti + Ped, Çi, j, k=1, pn), + 
п T 


定理 4(Riemann ЖЖЖ ЕЕ) 在 C” Riemann (2, 
《<;>) 上 存在 唯一 的 一 个 Riemann 联络 V。 

证 明 《唯一 性 ) BOM, A Riemann у, 则 

Х<Ү,®у+Ү‹<2#,Ху—2‹Х,Үу=бууї,®У+‹Ү,үуүй) 

+Ver, Х)+<#,ууХ)—Су„Х, ҮуУ—<Х, VY >= CVrY, Z) 
+Y, ІХ, Z]>+<[Y, Z], X>+ <2, VY) + 2, У, ХТ, 
249,7, Zy=X<XY,Z>+Y(Z, ХУ ZCI, Y), [X, Z] 
—<X, [F ,Z]>—<Z,[F, XI) (6) 
由 于 (6) 式 对 任何 2 成立， 因此 它 叭 一 确定 了 Vx 了 ， 即 (CM,<,>) 
上 上 车 有 Riemann 联络 一 定 是 唯一 的 。 

《存在 性 ) 为 了 证 明 Riemann 联络 的 存在 性 ， 我 们 自然 从 
GOARRE УУ СЕМ БАЕН), ВТР, А. 
TOARE ОТТА v ТЕ АТВ КОЧ ЖЕ СЕ ЕЯ 
题 )。 此 外 ,由 
2(уаУ—ү,Х—[Х, Y], Z)=4{ X<Y, Z9 +Y<Z, X)—Z<X, Y> 

T.X, 8] > 一 《其 [了 ZJ>y—<Z,[Y, X])}-1{Y<X, Z> 
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+X<(Z,Yy—Z<Y, ХХ, LY, Z]>—<Y,[ X, Z] 
—Z,[X,Y]>1—2<[X, Y), 2>=0 


XVX, Y5+2<V Y, X5=(Z(X,Y>+ XO ,ZY LI, XY 
—&Х,1®,Ү у —<Z, EX, Y ]у--ЧҮ,рх,7])}+4#җУҮ, X> 
+Y X, Я) ХӮ, Y>-- CY, [Z, х]›—<27, [Ү,Х]) 
-<x LY, Z] }=2Z<X, Y> 
可 推出 V 满足 Riemann 联络 的 条 件 (5") 和 (6"》。 + 
注 ; ЖВНЕ ШИВА 5. 
4. Riemann-Christoffel ВЗЕН ДЕ 
定义 4 iç JE С" Віста 波形 (34, < , >) ЕШ Riemann 
联络 ， 我 们 令 
КОХ Xo Xs Ху) СХ, Ra XDXD К, Xa Хь X € 
# (M). 
MPR K Ë: M АСО, СК 8.3; 200) Riemann-Cbristof- 
Tel hE. 
引 理 6 W Xi X. Xa X, € Z ( M), MA 
(1°) R(Xi Ka)Xat R(Xs, Xi) Ха Ё(Х» Xs) Xi=0 
(Bianchi 第 一 证 等 式 ). ` 
К(Х Xn Xa X)+K(Xi X, X X) + K(X,, Xp Xa 
X) =0, 
. (2°) К(Х, Xn Xy X = K(X; X. Ху X), 
(39 КОХ Xn Xo Хо) КОХ. Xa Xe Xo). 
(4°) КОХ, Xan X, X.) = КОХ, Xi Xi. Хр). 
证 明 (1°) (Xi, X;)X ir R(X; Xi)X;+ АХ. X3) X, 
VV Xa Vr Va Хо Ver 19X1 + Ve Va Xa ОХЬ 
Уехал Ха Ух (Ук, 
—Vry Xh) Viry хх H Va (Ук Ук, Хз) Yr Xa 
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HV (Ух, Хаа, Ха) л Хау [Хо Ks]—Ver,, xaX 

+у Хь X,]) со xP X; Ух, (Ха Х]) Yer хаа 
=[ Xn Хь X,J]+[X, [Xs X,]] +[Xs[X,, X,]]=0, 

КОХ, Xan Xy, X) + K(XI, Xy Xp XD КОХ, Xn Xo Xa) 
=X, R(Xs, ХОХ: + R(X p Ro) Ks + R(X,, X) XOX 0> 
=0, 

(2°) КОХ, Xa X XD +КСХ,, Xi, Xy X) 
=X, R(X p XD XO+ [Xa В (Хз, Хо) ХСХ, Vr, VX? 

9, Xa — Verp rI XD СХ Vr Vr Хх Vr, Xi 

—Vrv r XOS ALX Vr Vr XD HLX Vr Vx AD 

LX OV Wr AD CE2, Vz Vn ADX n Very ra XD 

+<Х,, Verp x3 X1) = XXX Xd X X.<Xi, Хуу 

—EXa KK, X50. 

(5°) B R(Xs X )=— РОХ, X pA 8], 
(4°) EG GORA 
0=K(X,, Xo Xi. XD + KCOX), Xp X XO HK(X p Xe Xo Ху, 
—K(X, Ху, X X K (Xo Ху, Xo Xs) -K (Xo Xi Xan X.) 
~K (Xa Xa Xn Xd —K (Xz Xi Xo Xe) — R(X Xo Xu Ху) 
+K (Xg X, Xa Xa) HK (Xa X, Xor X) + K(X,,X; Xi, Xa) 
=2 K (Xi, Xo Xa X,y—2K(Xy X, Xi Xa). 
КОХ Xn Ху Xa) =К(ХЬ Xa Xp Ху), # 
引 理 7 (NX 205885 В ВС, R. i= 
K(X,,X,,X,, X), WJ 


(1°) Roas D gaRia, 


(2°) Ruus Ria R am Ran Вн Вы. 
Rint Rint Ri =0, 
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А Rint Rant Е.а 

证 明 “利用 引 理 WEIRD. Ф 

ЕЯ В 设 X,Y€T, H) <X, XXY, УУХ, YYA, 

E(x) vy SED ETP 

ml ` 

K(X,Y)=K(aX+bY,eX+dY),ad—bess0(81E3]88). 
+E RTI E АШ XY ЖИЙИ TCM IU 2 FH a = XP 
(ts, wA 

K(X,Y, X, F) 


Гас 
ВОЗО РУ m 
定理 5 ШОМ, <, 为 常 曲率 c (S£ Ps hb pe ИШАН ЖЛ 
c)hy Riemann 流 形 ， 
КОХ, Хо, Хз, Ху) СХ КаК», Ха), ХСХ Ху) 
(m RK Б [Я 6 中 关于 KK 的 四 个 条 件 ), 则 
К=єК{, 
R(X,, X.) Xs=ce[Ç X; XOX Xp ХОХ], 


А КОХ, X,, Х.Х) 
证 明 усу K уги", 


<Х ХХ, XD- CX i, XE, 


我 们 得 到 K(X Xa, X X,)=cK (X i, Xas ХХ), XI, XD 
<Х,,Х,›—<Х. X22220. НАК ЯК, 满足 引 理 6 中 的 四 个 条 
Ф. MAERA СХ, X> XK, ХХ, Хоу 0 N (BI X,= 
4 中 ?或 Ху= АК) Ёз. TEREE КК, BI К-с 
0. 为 此 , 设 


S=KE—cK, 
BA SOX, Xn Xi, XD =A. X€ Ж (M). TE RHE 
0=S8(X, Xet Xn Xi ХХ) = 800, Xan Xi, X.) 
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+&(Х„ X, Xi, X=? S(X ,, Xa Ху, Xa). 

A(X,,X;, Xi, XDS ER Xi, X. X EZM). 
从 上 式 得 到 

0=S(X,+ X, X,, X, + X;, X,) 

=S(X, X, X, XO +8005 X,, Xi, X4) 

=S(X,, Х.Х, Х,) S (Xn Xa Xan Хз), 

S(X. XX, X X) =, ХХ, Хз), OEA X2 Xa Xa 
ER М)). 
用 Xs ХХК Хь, Xa, X, 得 到 

8(Х,, Xo Xo X) = SXi Хь, ХОСА, Xa Ху X. 
EZD) 
由 上 可 推出 

3 S(X,, Xo X, X) = S(X,, X, X,, X.) 

+ SX, Xa X. X) + SRi Xi, Xo X.) =0, 

(K, Xo Xa X) =o (EN X, Xa Хз Х,Є ЖО МУ), 
即 - 
&=К—сКу=0,К=еК\, 
最 后 ， 由 
CX. ВОХ XI) XD =K Xo Xy Xi, Ха) 
=eK (ХХ Xi, Xx) = 010, XXXs Хуу 
—<Х ХХХ» ХО] е XXXs ХОХ] 
可 以 推出 (注意 X4 是 任 取 的 》 

ВОХ, X.) X = c [<X; XXXs ХОХ]. Ж 

5. Riemann 正则 子 流 形 的 Riemann 联络 

(Ж, <, >) 是 C” буп Riemann # Б, М ЖЕН т 
Riemann EM FRH, v Æ M i} Riemann 联络 。 

定理 6 REXY S M Eñ C“ ИЩ, VxY 和 V(X,Y) 
是 Vx 了 EHDA E Tikay 8, 
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УУУ РРО, У) (баша AR) (8) 
MAO) v £ M LR Riemann 联络 。 
(2°) V EM БИИ I НС EA) 4 СКВ. 


(3°) B(X,Y)Z(X,Y, ZEZ (M)) 唯 一 分 解 为 切 分 量 8] 
Ё(Х,Ү) ПКА ЗВО, Р), RE 
切 RO(X,Y)Z= R(X,Y)Z + 
WEY CY, Z)—VrV(XK,Z)J (Gauss ИЕ) (9) 
BË(X,Y)g=V(X,vrg)—Y (Y, Vx2)—V (LX, Y], Z) 
+ у, (Y, Z)—Vr¥ (X, Z)1 (Codazzi-Mainardi 方 程 ) (10) 
证 明 医 为 玉 是 商 的 正则 于 流 形 ,对 住 何 XE 党 (MM) PEM, 
可 以 选取 了 的 关于 府 的 特殊 坐标 系 (D, p) {x 小 ,使得 在 U 人 到 中 ， 


х= а-да а, e a"i С", РВА 
ial 


UCU ЕС"), ГЬ, зате а 
i=] 


дос) ВНЕ Й 8) C" К EAU RA 0), B Xi = 
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2 T E v f V 在 M kE О” 的 ,我 们 任 到 9E М, CU, 
Р) Ка тороого р Эй 


дий каш ыж. BA grl, гоо 
gl, ==. свв 引 理 4 в kis C" 规 
范 正 交 的 基 向 最 场 Zo, Z. Wlot опа 


2. 为 опи 二 的 相应 的 0" 规范 正 交 的 基 向 量 场 ， 而 
Яа [олие Десе 是 站 上 的 TODE U МУЕН 
Шук E Ze mita fa Be Ю С” 的 规范 正 交 的 基 向 量 场 , 令 


X=4Z,Y= Dg,, 
i=] z=1 
Va Z= DD, 
B=1 
则 S Y= (Хн, У У Аш, 
wr= Xe) D Ане, jg 
аш] iiel 7 


VX DD D (лат), 
k=m+1 jel 
从 上 而 两 式 可 看 出 VY 和 V(X, 了 ) 在 UN 对 LÆ Сев, 
下 而 我 们 来 证 明定 理 中 的 三 个 结论 _ 
(1°) 和 (2°) 的 证 明 , Музу ИСХ) 9 r Y 
=) ГРС, P) +V(X,,7)1, 
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а HVX, Р) VT for = [Гук +У(Х ‚ү )], 
VzCTi+Ts )+V(X,Y +) у (УУ) УУ 
Vys=( xYi +VsYa) +[V (X,Y) +V (X,Y2)], 
Ve fY) V(X, fY)= Val FF) =(Х})Ү + fgzY 
= РОХ) +f VrY]+fY(X,Y) 
ју EARR RARR У SE P| E bh o sk E 场 . 
XB82SUG M 上 有 


>= - 1 < < ~ 
[X,Y]=[X,Y]=V 9 Хе: — Vr X 
=(vzY—vyX)+LIV(X,Y)—V(Y,X)) 


(第 一 个 等 式 留 作 习题 )， 
РОХ, Ру (У, ХӘН, 8. 
T(X,Y)=WVyY—VyX—[X,Y]1=0, 
Meo ris 
+X, тау Суй VX, Y+ СК, ү, +k V Xy 
=VX, Y+ LX, VY), 
Уі Riemann 联络 的 条 件 (5°) 和 (6°), 从 而 9 就 是 (CM ,<, >) 
的 Riemann 联络 (由 定理 4 Е), 

GOM СХ, 279 2—99 7—22 
(АУ, Z))—Vr(9zZ-+V(X,Z))-- (Ver, YZ 
+V((X,Y3J),Z)) 
=(V1 V72 +V (X VB) TTAV (FZ)} {VV 2+ VY; VEZ) 
+W V(X,Z))—(Vex,raZ+V([X,F1,2))=n(X,Y)Z 

+ VxV (YZ)— VV СХ, 2) У(Х уу) PY, V2) 
—V([X,F],2) 
推出 
DJ Й(Х,Ууй=В(Х,Ү)Ё + [S V(Y,Z)—V V (X,Z)1, 
法 RO(X,Y)Z=V(X,v,Z)—V(Y ,vzZ)—V([X ,Y],Z) + 
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СУУР СУ, 2) — V(X, Z]. # 

Ж ту, т пайа Заз M 上 
СОХ агару И До C" a d X tE X |a = X, 

(8, < ,》) 在 M 上 诱导 的 度量 张 量 称 为 M 上 的 第 一 基本 形 
式 。 而 了 称 为 于 的 第 二 基本 形式 

例 1 在 定理 6 中 , iR M È И ini 维 正则 子 流 形 ( 超 
AD, УЖ M 上 的 局 部 C* 单 位 法 向 量 场 ， 我 们 定义 Weingarten 
映射， 

LX=vxyN,X€T,(M). (11) 
因为 0= 5, №) =209,0, N> NL LX CT, (M), RAAH 
工 是 切 空间 上 的 线性 变换 ， 

СУХ, Р), Му (е, А АКР, N>— У, VN) 
=@—‹У,ЬХу=—(1Х,У), 


VO(X,Y)=—<(LX, YN, (12) 
Gaus 公式 成 为 

YY =V: Y LX, N, (13) 
同时 还 可 以 看 出 


V(X,Y)=V(Y,X)—S<LX ,Y5=¿2X,LYy;EI L ДЖ 
的 线性 变换 ,此 外 ,有 

VP (YZ)=— VLY, ZINN) XCELY ZN 

—{LY, ZLX, 
—WV,V(X,Z)=V/CLX,Z>N)=YCLX,Z>-N СХ, D LF, 
РСХ,уу2)= Х,У, УМ = 9, LY, 2:9 ҮСХ, DN , 
—V(V ,vzZ)=<XLY,vzZ>N=—<CVrzLY ZYN + KCLY ,BON , 
—Ү(@ Х,У],®2)=&И{Х,У],®›М, 

于 是 ,Gauss 曲率 方程 为 

BJ БОХ,Р)2= R(X,Y)Z—[<LY ,Z>LX 
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—lLX, ZLY}. (14) 


Codazzi-Mainardi 方程 为 


# ÂX, Y) Z=- LY —yrLX—L[X, Y], 2N. (15) 
如 果 是 了, CM) 中 的 2 维 子 室 间 ， ROOM Ё(л) ЭЯ z 


AF M A Ж, XY 是 x 的 一 个 规范 正 交 基 , 则 


я 


(а) =<Х,ЁОХ,Р)Р)= X 4 ВОХ, YY) 


© =X, R(X ,Y)Y)—<X (LY ,YyLXy+ XX LR, YLYY 


=R(z)—[CLX,XXLY,Y>y— <LX, Y>], 


(а) = Ва) KEX, XLE ,Y)—<LX, Y>] (16) 


8.2 J 


1. EWS 1 h X le = 006882. 


N = дш! да' Qy" ra Фа? oy 
р у] да. да бу гї + ул 
ш Peb Уру jer TL + 21 ayar дуг 


3, EASA З EER Т, ОВЕ. 
+, ЖОН а ОСБ IESS R УЗАНГАН, 
э. 定 埋 4 的 另 一 证 明 . 
Ж (епови, 
во Со лут,» Deug Са "EU ОН), 


~ д AN n д ду 
ruie зу бузу 


к=] У-У g CEO (еШ). 


日 s 3 ð _ =, 2 
Уйге”? Гру, Улту” бы гі, зуге 


ао вн) а-в вті, gu 
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| дв. | де _ д, 
гу Ун” = = 


А N _ 1 go, ди: два: 
QO сево агьач (аа), 
= _ 1 Bs 210 T 
m= yE (ga Е + Es any 
MIRER, 
дз‘ ду! ду” А 
Tu = У вуг бу Г + Dy зу” r= 


Ж = У вагі, + Уеа А 


4。 证 明 引 理 7 
7. 证明 定义 5 ФАЯ 

K(X,Y)=KR(aX+bY, eX+dY), ad—bc3=t, 
в. WRAL, IA, C. ) а-ин M 推导 出 相应 的 


省 公式 ，. 
9. ге R 的 通常 的 整体 坐 奈 ， 定 义 


a ð 
ва ао Kr, 
r a а ` 
ane Lag Пиза) Diw. 


证 明 (1°) Th =0. 
(2°) Bt Ç 29 Riemann 联络 ， 则 


E * 
тат (Хи) = О АТ 
д 
О) шу отте). 
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即 


(3°) 向 量 的 平移 方程 为 
dy' 


бүлө keben, 


тш= rgi T EER LAEE). 


(4°) 测 地 级 方程 为 


ж* =а,1+Ь,, {ЕШ НЕР, 
(5°) Щщ Thar Rh; @*, сз, 和 Cartan 8539758, 
(6°) ЗЕКЕН Т, ШЕ 5 R, Riemann-Christoffel ЖЖ 


5 K MERE, 


10. 如 果 M=R', Riemann 度量 各 是 9 所 述 ， 写 出 本 节 最 后 一 部 分 内 


容 中 的 各 公式 


IL RAT, Bw, ees "E 对 的 局 部 举 标 系 ， 


gk a баг ru 


zm Gog -= кд 
证 明 OV ә а= 2— ГА g М. 


[zU ket 


02°) L = Ba Eigr D= Ba Lug’ 
rer m 


(8°) Lutka = щт 
(°) Ж p€ M b REER Г.Т, СМ) ТСМ) КЕК K... Ena 


都 是 实数 。 


(5°) 我 们 称 K= К, 29 M fE p 点 处 的 Gauss h, PF 


Kite +K, 


#= k 


"324 


AME p 点 处 的 平均 曲率 . 
w ете 


H=T((L.i)'(g)/n—1= Ba Lg /nl 


бүт] 


(6°) 设 М=к* 如 题 10 所 述 ， 财 


Th TRT) 


‚з 
=Lall~Lal!, 
或 Ж, [РА Tibi jkl=l enl. 


Codazzi-Mainardi 方程 =p „Оа -Er 


+з 1-е 


L La г, дг! 
der G 22+ Хе. бн -È g 上 Erara 
+ агым], 
LEs жа © атац 
де! = Ri, g" K i 
(2а ТҮ 


rT Tr} 
G°) RMR", n ARM, WE 
Gauss 定理 ,， M ty Gaus 曲率 六 由 有 鹉 的 第 一 基本 形式 完全 确定 ,而 
SMHL рж, 


12. ж SR, Ш 

ДУ 
(19) 3r бамж к= (0. 20.) савж). 
(2%) M, (а'бы' аб), stn ut, абш), 
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~ з t 
_ " ә 
Уе эшл -X Jara Эш? Уба”? алом дт” 


DT 


S 3 бт a y в or д 
7р gedu ба Vaia E ged Ө" 
9 8 
PETET -< ð а 
o o p Bi Ni a8/ 
ди" дш | 
а 


L= tz. дш > = «ў 


x д 
-_ Уздар 


“N. ды? 


yl ша“ 
K =dei{ L; \/dealg; D. — 
计算 下 列 2 维 曲 面 的 Gauss ШЖ K fE H: 
(1°) БЕДЕН (u созо, usinv, an+5)Xa2>20), e= (И), u= 
BROREN 
五 = 一 Чил? Н =0. 


(2°) З1(и,0,0), К=0, FH =0. 


(3°) EHG cosð, rsind, 2), K=0, Hegy 
(4°) 球面 (rsin 6 cosp, rsin sing, + cosd), 
koda ие 
ғ T 
(5°) 005+ acos 0)созф› (Б-га cos #)зїп ø, osing) (Б2-а>0), 
—. cos В -ll cos ñ 
Карор Иа Каш 


(6°) 旋转 曲面 (了 (xj)cosb， f Cu)sino, g(u)), f m g БАНГ Y, 
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Ратча. fan, 
ОГС 
FEF” a 


13. M=R*, М=М=), WJ 


~ /i 1 
Ze == эзо . 


к=, s=. 
т т 
14. Йен", меат ЄВ Сету (т^! у =}, 
_ __тп=—2 
к=, Ht 


„Шосе OE N 以 联络 中) 的 一 条 测 地 线 , 它 的 参数 为 1 
ктрк s, fE t=f(sy(f'(sy 60), fD СНАЗИ, MR hE ру 
иңе» 

fls) =as+6, a>=0. . _ 

16. 在 引 理 5 中, НЕН, ЄЎ 流 形 MO БКО 4 ME АЕ (8°) 的 联 
# v ЭИА, 

ER: (90-95. (КО), РО = Ga XN, РУКОЮ, 
Vro Y (ODE. 

(€) W P, G1, уп) ЖШ O“ 曲线 of 有 的 平行 单位 正 交 划 向量 声 
Yro P0, <Р, Ру), Ф 

х= > FP. Y= EY Pi, 

п. УЖ б” REOM, P) EIA EREE, W 

Уоч VY =C, NAV ИЕН CVV р 
上 的 Cr BË IEE R HEIKE (A V A V RED. 

E. 举例 说 明 v KELM hD, 

18. VAVA REO ау НВ, ЗЕ, 4 


S= OX, HOT, XN 《对 称 ) 
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АОС, Р) = O P-O, X) (БЕЯ) 


证 甩 (1°) 2A(X,F)=T(X,Y)—-T(X,Y) 
《其 中 T mp ay p|: РУУД), 
(2°) йй Ç їп V А НИНИ А (2 БАШЫ) 
“=> X .C(X,X)=0. 
€> s= 
<ə>c=a, 
(3°) V-ve TATAR CNA ARERR RARD. 
19. 设 9 Ж O REO, DHE MEENE V (VY = 


VF- TA, D) EMY 有 相同 的 测 地 线 ( 参 数 相同 ), 且 挠 张 证 下 一 0。 
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